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Inledning
I dagens skolva¨rld sa¨tts det mycket resurser p˚a sto¨dundervisning a˚t elever som beho¨ver
sa¨rskilt sto¨d fo¨r att klara av den vanliga undervisningens sv˚arighetsgrad. Det som dock
ofta kommer i skymundan a¨r behovet av sto¨dundervisning fo¨r elever med sa¨rbeg˚avning
i skolans olika a¨mnen. Matematikundervisningen skiljer sig inte fr˚an ma¨ngden i denna
bema¨rkning, utan matematiskt beg˚avade elever f˚ar i dagens la¨ge ofta inte det sto¨d som de
a¨r i behov av. Eftersom det na¨stan alltid a¨r en fr˚aga om resurser s˚a finns det ett konstant
behov av la¨ttanva¨nda och la¨ttillga¨ngliga material. Ett sa¨tt att fylla behovet av materialen
a¨r att skapa e-la¨romaterial vilka kan vara o¨ppna fo¨r alla. Detta lade grunden fo¨r skapandet
av mitt eget e-la¨romaterial.
Syftet med min pro graduavhandling har varit att skapa ett e-la¨romaterial med temaba-
serad helhet. E-la¨romaterialet a¨r riktat a˚t niondeklassister med sa¨rbeg˚avning i matematik.
Temahelheten jag valde att rikta in mig p˚a med mitt e-la¨romedel var kryptografi. Detta
bland annat fo¨r att koppla matematiken till ett annat a¨mne och p˚a s˚a vis va¨cka elevernas
intresse. E-la¨romaterialet kan tilla¨mpas fo¨r s˚ava¨l na¨rundervsining som distansundervisning
och man kan jobba med e-la¨romaterialet antingen i grupp eller sja¨lvsta¨ndigt.
Avhandlingen a¨r uppdelad i tre delar. I den fo¨rsta delen presenteras begreppet sa¨rbe-
g˚avad och hur elever med sa¨rbeg˚avning tas i beaktande i undervisningen i dagens la¨ge.
Fo¨rutom att definiera sa¨rbeg˚avning tangeras a¨ven begreppet e-la¨romaterial och hur s˚ava¨l
e-la¨romaterial, som sa¨rbeg˚avning behandlas i la¨roplanen. Den andra delen av avhandlingen
handlar om e-la¨romaterialet jag skapat och hur det ser ut, samt hur jag hade planerat
att det skulle anva¨ndas. Sista delen av avhandlingen bygger upp matematiken bakom
e-la¨romaterialet. Medan sja¨lva e-la¨romaterialet a¨r riktat a˚t niondeklassister, s˚a riktar sig
denna del a˚t la¨rare fo¨r att ge dem en djupare fo¨rst˚aelse fo¨r fenomenen som undervisas a˚t
eleverna. Som helhet s˚a ger min avhandling en helhetsbild av hur man kan ge sa¨rbeg˚avade
elever sto¨d i sin inla¨rning med hja¨lp av undervisning med temabaserat e-la¨romaterial.
Bevisen och strukturen i den matematisk delen av denna avhandling har f˚att intryck
av Ha¨sa¨ & Ra¨mo¨ (2012) samt Kobliz (1994). Som sto¨rsta inspirationska¨lla fo¨r s˚ava¨l bevis
som struktur har jag f˚att fr˚an Ernvall-Hyto¨nens (2013) kursmaterial Elementa¨r talteori.
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Tanken bakom e-la¨romaterialet
Som Pro gradu-avhandling har jag valt att skapa ett e-la¨romaterial fo¨r sa¨rbeg˚avade
elever inom matematiken. Detta material a¨r specifikt riktat till niondeklassister med
sa¨rbeg˚avning, eftersom materialet tar upp s˚adana matematiska koncept som kommer att
finnas p˚a gymnasieniv˚a. Fo¨r de sa¨rbeg˚avade eleverna ger detta allts˚a en liten inblick i
hur gymnasiets matematik kan se ut och fo¨rhoppningsvist fungerar det ocks˚a som en
motivationsho¨jare fo¨r dem.
Temat fo¨r materialet a¨r kryptografi och detta har jag valt av tv˚a orsaker. Fo¨rsta orsaken
a¨r att matematiken bakom den kryptografi som tas upp g˚ar att fo¨rklara ganska enkelt,
trots att den a¨r n˚agot invecklad. Den andra orsaken a¨r att kryptografi inte a¨r ett tema
som tas upp i skolorna i vanliga fall. Jag valde med avsikt ett tema som inte tas upp i
skolorna vanligtvis eftersom eleverna d˚a f˚ar la¨ra sig n˚agot helt nytt. I detta kapitel kommer
jag o¨ppna begreppet sa¨rbeg˚avning, argumentera fo¨r hur ett bra e-la¨romedel ser ut och
reflektera kring det egna materialets koppling till la¨roplanen.
2.1 Sa¨rbeg˚avning
Begreppet sa¨rbeg˚avning a¨r inget la¨tt begrepp att vare sig fo¨rklara, eller definiera. Jag bo¨rjar
med att ge en kort fo¨rklaring av de vanligaste anva¨ndningssa¨tten av ordet sa¨rbeg˚avning,
fo¨r att sedan g˚a vidare till dess betydelse i olika a¨mnen, fo¨r att till sist g˚a vidare till att
fundera p˚a dess betydelse inom matematiken. Hur man urskiljer eleverna med sa¨rskild
matematisk beg˚avning kommer jag ocks˚a ge en inblick i. Sist men inte minst kommer jag
ocks˚a fundera p˚a la¨rarnas fo¨rma˚ga, mo¨jlighet och skyldighet att undervisa sa¨rbeg˚avade
elever enligt deras egna fo¨rutsa¨ttningar.
2.1.1 Begreppet sa¨rbeg˚avning
Fo¨r att kunna analysera begreppet sa¨rbeg˚avning m˚aste vi fo¨rst fundera p˚a vad beg˚avning
betyder. I Finland vill man inte definiera olika elever som beg˚avade och mindre beg˚avade.
I v˚art samha¨lle s˚a vill vi snarare bena¨mna alla elever som beg˚avade, vilket ger ordet
litet va¨rde. Elever som anses vara extra duktiga i ett a¨mne g˚ar da¨rfo¨r under kategorin
sa¨rbeg˚avade. Med sa¨rbeg˚avade elever menar man oftast elever som har en sto¨rre beg˚avning
a¨n o¨vriga elever i samma a˚rskurs inom ett visst omr˚ade. Speciellt det att man la¨r sig
la¨sa, skriva och ra¨kna i tidig a˚lder brukar vara klara tecken p˚a sa¨rbeg˚avning. Detta
betyder givetvist inte att det endast skulle finnas sa¨rbeg˚avade elever inom matematiska
och akademiska a¨mnen.
Enligt Marland (1971) kan man kategorisera sa¨rbeg˚avning i sex olika grupper; intellek-
tuell fo¨rma˚ga, akademisk fo¨rma˚ga, psykomotorisk fo¨rma˚ga, kreativ/produktiv fo¨rma˚ga,
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ledarskapsfo¨rm˚aga och konstna¨rlig fo¨rm˚aga. Denna klassificering har dock mo¨tt motst˚and
fr˚an bland annat Persson (1997), som anser att denna uppdelning inte a¨r tillra¨ckligt
breddad. Marlands uppdelning baserar sig l˚angt p˚a att sa¨rbeg˚avning g˚ar hand i hand
med ho¨gt uppma¨tt IQ. Persson a˚ sin sida anser att man bo¨r klassificera sa¨rbeg˚avade
elever enligt fo¨ljande uppdelning; en idrottslig beg˚avning, en kommunikativ beg˚avning,
en akademisk beg˚avning, en spr˚aklig beg˚avning, en konstna¨rlig beg˚avning och en teknisk
beg˚avning. Persson understrycker dock att denna klassificering inte a¨r totalt sanningsenlig,
utan snarare riktlinjer som o¨verenssta¨mmer med samha¨llets intressen och va¨rderingar. I
tabellen 2.1 finns uppdelningen av Perssons kategorier, samt en kort beskrivning av dem
(Eriksson, 2010).
Doma¨ngrupp Gemensam na¨mnare
Idrottslig Deras huvudsakliga aktivitet a¨r motorisk och bygger mer eller
mindre p˚a kroppslig koordination.
Kommunikativ Ledarskapsegenskaper; kommunicera och fo¨rmedla med kvalitativt
eller kvantitativt syfte.
Akademisk Denna doma¨n a¨r den som ba¨st sammanfaller med skolsa¨rbeg˚avning,
beskrivs av uppma¨tt IQ. Kunskapsso¨kande, vetande och kunskaps-
genererande.
Spr˚aklig Lingvistisk intelligens; ka¨nslighet fo¨r ljud, spr˚akrytm och semantik.
Konstna¨rlig Metaperception; en inre manipulativ process som inneba¨r ett o¨ver-
vakande av intryck och upplevelser. Estetiskt uttryck.
Teknisk Hantverksma¨ssighet, praktisk kunskap och tilla¨mpning.
Tabell 2.1: Perssons kategorier med fo¨rklaringar
A¨ven andra delar Perssons a˚sikter om sa¨rbeg˚avning. Bland annat Gardner (1999) delar
a˚sikten om att sa¨rbeg˚avning handlar om mer a¨n bara ho¨gt IQ. Gardner har dock valt
att inte tala om sa¨rbeg˚avning, utan anser ista¨llet att ma¨nniskor har olika intelligenser.
Till skillnad fr˚an Persson, som har definierat sex olika grupper med beg˚avningar, anser
Gardner att det finns sju olika intelligenser. I tabell 2.2 finns en lista p˚a intelligenserna
listade av Armstrong (1998) med en kort sammanfattning av Petterson (2008).
Det ma˚nga forskare a¨r eniga om a¨r att precis som elever med sv˚arigheter i skolan
beho¨ver sto¨d, s˚a a¨r ocks˚a sa¨rbeg˚avade elever i behov av specialundervisning och sto¨d fo¨r
att utvecklas. Ma˚nga forskningar visar att elever som a¨r sa¨rbeg˚avade beho¨ver utmaningar
fo¨r att kunna utvecklas till sin fulla potential. Detta har uppma¨rksammats av Europar˚adet
som ocks˚a har rekommenderat att sa¨rskild undervisning bo¨r ges a˚t elever med sa¨rbeg˚avning
(Europar˚adet, 1994).
”. . . legislation should recognize and respect individual differences. Highly
gifted children, as with other categories, need adequate educational opportunities
to develop their full potential. . . /. . . the ordinary school system should be made
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Intelligens Gemensam na¨mnare
Lingvistisk intelligens Ka¨nsla fo¨r ljud, struktur, betydelse och funktion hos
ord och spr˚ak.
Logisk-matematisk intelligens Ka¨nsla fo¨r och fo¨rm˚aga att urskilja logiska och nume-
riska mo¨nster och fo¨rm˚aga att resonera logiskt i l˚anga
sekvenser.
Spatial intelligens Fo¨rma˚ga att uppfatta den visuella-spatiala va¨rlden
korrekt och kunna omforma sina ursprungliga uttryck.
Kroppslig-kinestetisk
intelligens
Fo¨rma˚ga att kontrollera sina kroppsro¨relser och att
handskas skickligt med fo¨rem˚al.
Musikalisk intelligens Fo¨rma˚ga att frambringa och uppfatta rytm, tonho¨jd
och klangfa¨rg.
Interpersonell intelligens Fo¨rma˚ga att urskilja och p˚a ett la¨mpligt sa¨tt reagera
p˚a andra ma¨nniskors sinnessta¨mning, temperament,
bevekelsegrunder och o¨nskningar.
Intrapersonell intelligens Att ha tillg˚ang till sitt eget ka¨nsloliv och ha fo¨rma˚ga
att urskilja sina ka¨nslor och att ka¨nna till sina egna
starka och svaga sidor.
Tabell 2.2: Intelligenser enligt Armstrong
flexible enough to enable the needs of high performers or talented students to be
met.”
Trots denna uppmaning har Finland ingen uppdelning i skolorna fo¨r sto¨dundervisning
av beg˚avade elever. Resurser finns inte fo¨r att b˚ade kunna sto¨da de svaga och de starka
eleverna. Finland har da¨rfo¨r valt att satsa p˚a de svaga eleverna, vilket go¨r att vi f˚ar fina
resultat i bland annat PISA-underso¨kningarna, men vilket inte gynnar de sa¨rbeg˚avade
eleverna. Givetvis s˚a visar inte de akademiska underso¨kningarna n˚agot om sto¨det som ges,
eller inte ges a˚t elever med sa¨rbeg˚avning inom bland annat idrott och konst.
2.1.2 Begreppet sa¨rbeg˚avning inom matematiken
Man tror kanske att definitionen av matematiskt sa¨rbeg˚avning a¨r enkel. Elever som ra¨knar
snabbt, effektivt och ra¨tt brukar bland s˚ava¨l fo¨ra¨ldrar, som la¨rare anses vara matematiskt
beg˚avade. Men ra¨cker det verkligen fo¨r att vara matematiskt sa¨rbeg˚avad? Vilka egenskaper
bo¨r en matematiskt sa¨rbeg˚avad elev ha?
Krutetskii (Krutetskii, 1976) genomfo¨rde en tolv a˚r l˚ang underso¨kning ga¨llande barns
matematiska fo¨rm˚agor. Enligt honom finns det en viss sorts struktur fo¨r den matematiska
fo¨rm˚agan. Nedan finns listat de tre punkter som han sja¨lv poa¨ngterar. Om man beha¨rskade
alla dessa tre, samt hade ett matematiskt sinnelag hade man enligt Krutetskii en beg˚avning
inom matematiken.
5
• fo¨rm˚aga att samla in matematisk information
• fo¨rm˚aga att bearbeta den insamlade matematiska informationen
• fo¨rm˚aga att bevara den matematiska informationen
Pendarvis, Howley & Howley (1990) har senare uto¨kat och omarbetat n˚agot p˚a Kru-
tetskiis p˚ast˚aenden. Enligt dem kan man se p˚a punkten om samlandet av matematisk
information p˚a ett lite annat sa¨tt. Denna punkt beskriver enligt dem en fo¨rm˚aga hos elever
att snabbt fo¨rst˚a innebo¨rden av en matematisk fr˚aga, samt hur man ba¨st borde g˚a till
va¨ga fo¨r att lo¨sa den. Na¨r det senare ga¨ller att bearbeta den matematiska informationen
anser Pendarvis mfl. att matematiskt beg˚avade elever inte bara finner en lo¨sning p˚a ett
problem, utan ofta kan finna flera olika sa¨tt att lo¨sa samma problem p˚a.
Det som verkar vara den allma¨nna uppfattningen a¨r, med andra ord, inte no¨dva¨ndigtvis
bara det att sa¨rbeg˚avade elever a¨r snabba p˚a att ra¨kna, utan fokusen ligger mera vid det
matematiska sinnelaget. Att vara s˚a kallat skolsmart, betyder inte att man a¨r matematiskt
sa¨rbeg˚avad, trots att man sa¨kert har en viss fallenhet fo¨r a¨mnet. Elever kan mycket va¨l f˚a
fina vitsord i matematik, utan att faktiskt vara sa¨rbeg˚avade i a¨mnet. (Lehtonen, 1994)
Detta tar oss obestridligt till na¨sta problem, na¨mligen hur urskiljer vi d˚a de matematiskt
sa¨rbeg˚avna?
Hur urskiljer man elever med matematisk sa¨rbeg˚avning
D˚a Pettersson (2008) gjorde en enka¨tstudie bland la¨rare fo¨r att bland annat kartla¨gga
deras syns p˚a matematisk fo¨rm˚aga, fick hon en va¨ldigt sna¨v och n˚agot snedvriden syn till
svar fr˚an dem. Endast de elever som ra¨knade snabbt, var aktiva och jobbade sja¨lvsta¨ndigt
ans˚ags vara sa¨rbeg˚avade. Enka¨tstudien inneho¨ll svar fr˚an fo¨rskolan fram till nionde klass,
men eftersom mitt eget material a¨r a¨mnat fo¨r niondeklassister s˚a va¨ljer jag att citera la¨rare
fr˚an a˚rskurserna 7-9.
Lyckas bra p˚a prov. Snabbt klara med uppgifter och visar att de fo¨rst˚ar det
de go¨r. Aktiva vid genomg˚angar, pigga p˚a att diskutera matte, vetgiriga.
Hur de uttrycker sig muntligt. Hur snabbt de lo¨ser olika problem som a¨r
nya fo¨r dem. De sa¨ger att det a¨r la¨tt.
Elever med sa¨rbeg˚avning inom matematik kan mycket va¨l hittas genom att so¨ka efter
dessa fa¨rdigheter, men det a¨r inte uteslutande aktiva och snabba elever som kan vara
sa¨rbeg˚avade. Det a¨r ocks˚a ha¨r ett stort problem uppst˚ar na¨r man vill urskilja dem. De
snabba och aktiva a¨r la¨tta att hitta, men hur a¨r det med de som visar sitt matematiska
sinnelag p˚a annat sa¨tt?
Till skillnad fr˚an till exempel idrott, da¨r sa¨rbeg˚avning ses som n˚agot beundrandsva¨rt
bland klasskamraterna, s˚a ses matematisk sa¨rbeg˚avning ibland som n˚agot ”to¨ntigt” och
”no¨rdigt”. Detta leder till att elever med sa¨rskild fallenhet fo¨r matematik inte vill visa sina
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kunskaper fo¨r att inte bli utesluten ur gruppen. Dessa elever kommer varken vara sa¨rskilt
snabba eller aktiva under lektionen, men a¨r likva¨l matematiskt sa¨rbeg˚avade.
B˚ade Bates & Mundy (2005) och Barger (1998) har skapat listor o¨ver karakta¨rsdrag
de anser vara riktgivande fo¨r finnandet av matematiskt sa¨rbeg˚avade elever. Na¨r jag sja¨lv
ja¨mfo¨r dessa listor med karakta¨rsdrag s˚a finner jag fo¨rv˚anansva¨rt hur de kompleterar
varandra, utan att faktiskt ta upp samma karakta¨rsdrag. I tabellen 2.3 finns till ho¨ger
Bates & Mundys karakta¨rsdrag sammanfattade av Petterson (2008) och till va¨nster Bargers
karakta¨rsdrag sammanfattade av Eriksson (2010).
Barger Bates & Mundy
La¨tt fo¨r att ra¨kna Tidig fo¨rm˚aga att uttrycka sig och samtala
med vuxna
La¨tt fo¨r att associera Brett ordfo¨rr˚ad och utma¨rkt la¨sfo¨rm˚aga
God taluppfattning Orubblig nyfikenhet och fr˚agvishet
Skapar egna metoder till sv˚ara utra¨kningar,
men har sv˚art att fo¨rklara hur de kom fram
till svaret, de bara vet att det a¨r ra¨tt
Fo¨rma˚ga att ta¨nka abstrakt, uttrycker
komplexa ide´er och tankar
De blir ofta fo¨rv˚anade o¨ver att inte alla
tycker att svaret a¨r sja¨lvklart
Fo¨redrar att umg˚as med a¨ldre eller vuxna,
har ibland sv˚art att hitta va¨nner i sin egen
a˚lder
De la¨r sig p˚a egen hand, letar efter mo¨nster
och kan i en tidig a˚lder resonera abstrakt
Ett utma¨rkt minne, fo¨rma˚ga att bevara
och anva¨nda information i nya situationer
De fo¨rso¨ker fo¨ra¨ndra regler och fo¨rsl˚ar lo¨s-
ningar som skiljer sig fr˚an de som normalt
la¨rs ut
Ett sinne fo¨r humor som kan betraktas som
n˚agot udda av andra
De hittar kopplingar mellan nya och gamla
kunskaper och vill sta¨ndigt veta varfo¨r
Utmanande beteende, sa¨rskilt d˚a de a¨r
uttr˚akade eller frustrerade
Ot˚alighet o¨ver skolarbetet som de tycker
saknar faktisk mening
Tabell 2.3: Karakta¨rsdrag fo¨r matematiskt sa¨rbeg˚avade enligt Berger och Bates & Mundy
Denna lista kan a˚tminstone hja¨lpa la¨rare att urskilja de sa¨rbeg˚avade eleverna, vilket kan
vara sa¨rskilt viktigt fo¨r de nyare la¨rarna. Enligt Ma¨nnisto¨ (2013) s˚a har na¨mligen nyblivna
la¨rare mycket sv˚arare att ma¨rka av sa¨rbeg˚avade elever a¨n mera erfarna la¨rare har. Lehtonen
(1994) sa¨ger ocks˚a att la¨rare beho¨ver fortbildning i hur man urskiljer sa¨rbeg˚avna elever, fo¨r
att verkligen kunna fo¨rdjupa sig i de olika sa¨rbeg˚avningarna och deras sa¨rdrag. Fo¨rutom
att la¨rarna sja¨lvsta¨ndigt ska fo¨rso¨ka finna de sa¨rbeg˚avade eleverna under lektionerna, s˚a a¨r
det mycket viktigt att de ocks˚a samarbetar tillsammans med fo¨ra¨ldrarna. (Dean, 2006)
Genom att samarbeta med fo¨ra¨ldrarna s˚a kan man som la¨rare la¨ttare f˚a insikter i deras
styrkor och svagheter, samt la¨ttare urskilja om karakta¨rsdragen man ser under lektionen
ocks˚a a¨r vanliga i hemmet. Endast na¨r man urskilt en sa¨rbeg˚avade elev, kan man bo¨rja
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undervisa eleven enligt hens behov.
2.1.3 Undervisning av sa¨rbeg˚avade elever
Na¨r en sa¨rbeg˚avad elev sist och slutligen urskiljs ma˚ste man som la¨rare bo¨rja fundera
kring hur man bo¨r undervisa en s˚adan elev. Faktum a¨r att precis som en elev med mycket
sv˚arigheter med matematik beho¨ver sa¨rskilt sto¨d fo¨r att utvecklas, beho¨ver ocks˚a en
sa¨rbeg˚avad elev speciellt anpassad undervisning fo¨r att avancera med sitt la¨rande. Elever
som f˚ar utforska sin matematiska gra¨nser och pro¨va p˚a sv˚arare teman inom matematiken
har en sto¨rre sannolikhet att lyckas med sina matematiska studier i senare utbildning
(Smith, 1996). Ma˚nga av de sa¨rbeg˚avade eleverna finner ocks˚a skoltiden tr˚akig och kan
da¨rmed ocks˚a underprestera, eftersom de inte finner motivationen att studera d˚a allt enligt
dem a¨r fo¨r enkelt (Eriksson, 2010). Fo¨r att sa¨rbeg˚avade elever inte ska bli uttr˚akade bo¨r
sa¨rbeg˚avade elever f˚a mo¨jlighet till bland annat mer kra¨vande material fo¨r att bli s˚ava¨l
inspirerade och utmanade (Ruokamo, 2000).
La¨rare har sa¨llan varken tid eller resurser fo¨r att verkligen satsa p˚a de sa¨rbeg˚avade
eleverna, eftersom mycket av tiden g˚ar till att sto¨da de elever som har sv˚arigheter ista¨llet.
I Finland f˚ar man inte heller dela upp klasser i ho¨gstadiet enligt kunskapsniv˚aer, vilket
troligen skulle gynna de elever som har fallenhet fo¨r matematik. Na¨r man la¨ser la¨roplanen
(Utbildningsstyrelsen, 2014) s˚a finner jag inte n˚agon plan fo¨r sa¨rskilt beg˚avade elever,
medan elever med sv˚arigheter kan f˚a tre olika sorters sto¨d allma¨nt, intensifierat, eller
sa¨rskilt sto¨d och da¨rmed individualiserad la¨roplan. Detta ger enligt mig en bild a˚t la¨rare
att endast de svaga eleverna ska komma i fokus och f˚a sin egen individuella plan. Det a¨r
dock va¨ldigt viktigt att a¨ven sa¨rbeg˚avade elever f˚ar ett skra¨ddarsydd plan fo¨r la¨randet
(Goodhew, 2009).
Mycket av dagens undervisning i Finland g˚ar ut p˚a att lo¨sa rutinuppgifter och ra¨kna
tyst i klassrummet, vilket bland annat den nya la¨roplanen fo¨rso¨ker a¨ndra p˚a. Med denna
va¨ldigt klassiska syn p˚a hur matematik undervisas, gynnas inte sa¨rbeg˚avade elever. Det
resulterar na¨mligen i att de oftast f˚ar fortsa¨tta att ra¨kna rutinuppgifter, fast med sv˚arare
tal, na¨r de a¨r fa¨rdiga med sina urspungliga uppgifter och vill f˚a nya utmaningar. Det har
visat sig att elever med sa¨rskild beg˚avning ista¨llet skulle vara i behov av projektarbeten
och egna helheter (Viro, 2014). Sa¨rbeg˚avade elever ma˚ste ocks˚a f˚a anva¨nda sin egen
fantasi fo¨r att lo¨sa uppgifter, inte bara fo¨lja givna modeller (Ruokamo, 2000). Yli-Sikkila¨
(2014) som fokuserat p˚a att bearbeta material fo¨r sa¨rbeg˚avade elever inom matematiken
anser ocks˚a att tilla¨mpad problemlo¨sning a¨r att fo¨redra i deras undervisning. Om man
underso¨ker la¨roplanens m˚al fo¨r specifikt matematik och inte i allma¨nhet, s˚a finns da¨r ett
kort sammandrag om handledning, differentiering och sto¨d da¨r de enligt mig tagit fasta p˚a
detta behov.
Undervisningen kan berikas genom att fo¨rdjupa det inneh˚all som behand-
las gemensamt enligt elevernas intresse och kunskapsniv˚a. Skickliga elever
ska sto¨djas med hja¨lp av alternativa arbetsformer, till exempel olika projekt
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och problembaserade underso¨kningsuppgifter inom matematiska omr˚aden som
intresserar dem.
Det forskare kan vara ense om a¨r allts˚a att elever med sa¨rbeg˚avning a¨r i behov av
sa¨rskilt sto¨d. Forskare har ocks˚a hittat olika sa¨tt att undervisa sa¨rbeg˚avade elever fo¨r att
de ska utvecklas s˚a mycket som mo¨jligt, bland annat med problemlo¨sning. Det som det
dock finns va¨ldigt lite av a¨r konkreta material och anvisningar fo¨r hur man borde undervisa
sa¨rbeg˚avade elever. Detta resulterar i att la¨rarna sja¨lva blir tvungna att skapa material,
vilket a¨r mycket slitsamt och tidskra¨vande. Detta resulterar i att materialen sa¨llan skapas
och eleverna ista¨llet f˚ar ra¨kna andra uppgifter ur den vanliga matematikboken, men av en
sto¨rre sv˚arighetsgrad. La¨rare sa¨tts ocks˚a info¨r dilemmat att undervisa elever med behov
av sa¨rskilt sto¨d p˚a grund av sv˚arigheter och sa¨rbeg˚avning samtidigt. E-la¨romaterialet som
jag skapat a¨r skapat just fo¨r att underla¨tta la¨rarens arbetsdag med just detta dilemma.
E-la¨romaterialet avser att ge eleverna ett helhetsbaserat a¨mne att jobba med som la¨rarna
inte sja¨lv beho¨ver skapa. Efter att nu ha definierat ordet sa¨rbeg˚avning kommer jag att
fortsa¨tta med att definiera hur ett e-la¨romedel ser ut och varfo¨r det kan vara nyttigt att
anva¨nda sig av e-la¨romedel i undervisningen.
2.2 Anva¨ndning och definiering av ett e-la¨romedel
Utbildningsstyrelsen har publicerat materialet, ”Med kvalitet i fokus - E-la¨romedlen i
undervisning och la¨rande”, som fo¨rklarar vilka faktorer som go¨r ett e-la¨romedel bra. Jag
ta¨nker ja¨mfo¨ra mitt eget e-la¨romaterial med det jag hittat i dokumentet och redogo¨ra fo¨r
de fo¨ra¨ndringar jag gjorde och inte gjorde baserat p˚a Utbildningsstyrelsens material. Jag
kommer ocks˚a att kort redogo¨ra fo¨r orsaker att anva¨nda e-la¨romedel i sin undervisning,
samt fundera p˚a mo¨jligheterna som e-la¨romedlet ger till distansundervisning.
2.2.1 Hur ser ett bra e-la¨romedel ut?
Enligt Iloma¨ki (2012) finns det ma˚nga olika klassificeringar av e-la¨romedel. Exempel
p˚a n˚agra av dessa a¨r utva¨rdering, blogg, kunskapska¨lla, wiki, spel och demonstrationer.
Hemsidor kan ocks˚a fungera som ett e-la¨romedel och da¨rfo¨r valde jag att skapa just en
s˚adan. Na¨r jag kollar p˚a mitt eget e-la¨romaterial och de olika klassificeringarna som finns
s˚a inser jag snabbt att mitt material a¨r en blandning av m˚anga utav klassificeringarna. De
tre klassificeringar som passar e-la¨romaterialet ba¨st a¨r: o¨ppen aktivitet, kunskapska¨lla och
material som sto¨der underso¨kande la¨rande. Det ha¨r betyder allts˚a att mitt e-la¨romaterial
inneh˚aller material som fo¨rklarar olika fenomen, men att det ocks˚a finns olika sorters
uppgifter som sto¨der la¨randet av teorin som behandlas. Enligt en annan klassificering som
ocks˚a tas upp i artikeln s˚a a¨r mitt e-la¨romaterialel en temahelhet, vilket betyder att den
behandlar endast ett tema, temat i detta fall a¨r kryptografi.
Iloma¨ki (2012) har satt upp n˚agra riktlinjer fo¨r hur ett bra e-la¨romaterial bo¨r se ut:
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Det kan anva¨ndas flexibelt enligt elevens kunskapsniv˚a, intresse och behov, det
sto¨der kollaborativt, l˚angsiktigt arbete, aktiverar elevens ta¨nkande, fokuserar p˚a
ka¨rnfr˚agorna i det fenomen som studeras och sto¨der utvecklingen av fo¨rm˚agan
att la¨ra sig. Funktionsma¨ssigt a¨r ett bra e-la¨romedel tekniskt la¨tt att anva¨nda
och visuellt sto¨der det de pedagogiska och inneh˚allsma¨ssiga m˚alen.
Det finns ocks˚a na¨rmast ett o¨verflo¨d av e-la¨romedel p˚a na¨tet att anva¨nda sig av. Trots
att det finns mycket olika gratismaterial p˚a na¨tet s˚a a¨r det va¨ldigt f˚a la¨rare som anva¨nder
sig av dem (Iloma¨ki, 2012). Sto¨rsta orsaken till detta a¨r att de inte vet hur materialen
ska anva¨ndas. Det a¨r allts˚a viktigt att materialet a¨r la¨tt att anva¨nda fo¨r s˚ava¨l eleverna
som la¨rarna. Om la¨raren inte fo¨rst˚ar hur materialet ska anva¨ndas, s˚a kommer inte heller
eleverna f˚a en chans att testa p˚a det. Na¨r det gjordes en underso¨kning ga¨llande la¨rares
anva¨ndning av e-la¨romedel i undervisningen visade det sig att endast en br˚akdel av la¨rarna
verkligen anva¨nde sig av e-la¨romedel p˚a ett smidit och ma˚ngsidigt sa¨tt. Sto¨rsta delen av
la¨rarna gjorde det inte och en av anledningarna som na¨mndes var att de inte ka¨nde att de
hade tillra¨ckliga IT-fa¨rdigheter. Fo¨r att la¨rare ska kunna anva¨nda sig av materialen som
ges dem, ma˚ste de da¨rfo¨r vara va¨ldigt la¨tt att anva¨nda, eller sedan ma˚ste det erbjudas
tillra¨cklig fortbildning fo¨r att la¨rarna ska kunna la¨ra sig anva¨nda materialet.
Med detta i a˚tanke var jag allts˚a tvungen att skapa ett tekniskt enkelt material som
kan anva¨ndas utan n˚agra sa¨rskilda fo¨rkunskaper. Det gjorde att jag sist och slutligen valde
att skapa ett e-la¨romaterial i Google-sites, vilket i praktiken betyder att jag skapar en
hemsida. Hemsidor a¨r i dagens la¨ge n˚agot som de flesta kan anva¨nda sig av och det enda
man beho¨ver kunna a¨r byta flik och d˚a f˚ar de upp na¨sta kapitel i materialet. Fo¨r att a¨nnu
fo¨renkla anva¨ndningen har jag p˚a fo¨rstasidan skrivit ner en kort sammanfattning hur man
anva¨nder sig av materialet. Det som dock a˚terst˚ar som problem a¨r hur la¨rarna ska hitta
materialet i djungeln som kallas internet. Jag valde da¨rfo¨r att skicka la¨nken till rektorerna
av en del svenskspr˚akiga skolor och be dem vidarebefodra la¨nken till matematikla¨rarna.
Genom att ta direktkontakt med dem hoppas jag att la¨rarnas tro¨skel att testa p˚a materialet
sjunker. Om mitt material a¨r bra enligt la¨rarna som anva¨nder det, tror jag att det naturligt
kommer att spridas.
Enligt Jaakola, Nirhamo, Nurmi och Lehtonen (2012) s˚a finns det ingen ideal la¨ngd
eller storlek p˚a ett material. Sm˚a material a¨r la¨tta att kombinera med annat, medan sto¨rre
material la¨ttare kan anva¨ndas som helhet. Jaakola, Nirhamo, Nurmi och Lehtonen (2012)
p˚ast˚ar a¨nnu att ett omfattande material hellre anva¨nds av la¨rare som a¨r oerfarna vad ga¨llet
teknologi. Jag har da¨rfo¨r valt att go¨ra ett material som a¨r n˚agon sorts medelva¨g, genom
att go¨ra den till en temabaserad helhet. Det a¨r inte sa¨rskilt l˚angt, men eftersom tanken a¨r
att vissa elever endast kommer att ha en kortare stund p˚a sig att verkligen arbeta med det
s˚a blir det tillra¨ckligt l˚angt fo¨r att ta upp sto¨rsta delen av la¨se˚aret. Om man dock va¨ljer
att jobba med detta material som en helhet med klassen, vilket sja¨lvfallet g˚ar, s˚a kan man
ra¨kna med att varje del av materialet kan g˚as igenom p˚a en lektion p˚a 45 minuter. Detta
betyder att man skulle g˚a genom materialet p˚a ca sju lektioner, vilket skulle go¨ra detta till
ett kort material.
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Materialet a¨r som tidigare na¨mnt riktat a˚t sa¨rbeg˚avade elever och jag valde da¨rfo¨r att
speciellt fokusera p˚a sto¨d av expertma¨ssigt arbete. Iloma¨ki (2012) na¨mner att forskning
tyder p˚a att elever borde f˚a uppmuntras att ta p˚a sig rollen av en expert och f˚a testa
p˚a kra¨vande uppgifter. Tanken a¨r att eleverna skilt fo¨r sig eller tillsammans tar p˚a sig
uppgifter som blir gradvist sv˚arare fo¨r att p˚a detta sa¨tt utvecklas till experter. Ett
s˚adant tillva¨gag˚angssa¨tt fra¨mjar elevens fo¨rst˚aelse fo¨r materialet. Ista¨llet fo¨r att bara
memorera fakta la¨r sig eleverna att tilla¨mpa kunskaper de har fr˚an tidigare fo¨r att lo¨sa
nya problem. Iloma¨ki (2012) ra¨knar upp fyra punkter fo¨r e-la¨romedel som kan hja¨lpa det
fra¨mja expertundervisning.
• Anva¨nd problem och utmaningar i det verkliga livet
• Va¨gled eleverna att anva¨nda sin expertkunskap
• Ge expertmodeller
• Hja¨lp och va¨gled enligt situation
Jag har fo¨rso¨kt fo¨rverkliga dessa punkter i ma˚n av mo¨jlighet i mitt e-la¨romaterial.
Genom att se till att en del av uppgifterna a¨r direkt kopplade till vardagen hoppas jag att
de ska finna att uppgifterna som ges a¨r viktiga i framtiden. Ett bra e-la¨romedel ska va¨gleda
eleverna att anva¨nda sin expertkunskap. Detta tycker jag att jag lyckats med va¨ldigt bra i
skapandet av mitt eget e-la¨romaterial. Genom att dela upp e-la¨romaterialet i olika kapitel
har jag lyckats skapa olika ka¨rnfr˚agor som bo¨r redas ut innan man kan komma till den
stora huvudfr˚agan, vilket i det ha¨r fallet a¨r RSA. Genom att sa¨tta upp delmoment har
jag fo¨rso¨kt f˚a eleverna att se hur sma˚ saker som man kan tycka a¨r la¨tta, bygger upp till
n˚agot som kan tyckas vara matematiskt sv˚art, men fo¨r dem nu a¨r ganska enkelt. Genom
delmomenten f˚ar eleverna en chans att lyckas, vilket alltid a¨r mycket viktigt. Detta go¨r,
att fasta¨n det sista kapitlet a¨r sv˚art och kanske fo¨r kra¨vande, s˚a har eleverna lyckats bygga
upp ett sja¨lvfo¨rtroende i lo¨sandet av de andra uppgifterna.
Expertmodellerna och va¨gledningen har dock varit de sv˚araste punkterna att uppfylla.
Va¨gledningen har jag fo¨rso¨kt skapa genom att till en del av de sv˚arare uppgifterna sa¨tta
med lo¨sningstips. Det finns ocks˚a exempeluppgifter till de la¨ttare uppgifterna s˚a att eleverna
f˚ar en modell att fo¨lja. Det som eventuellt a¨nnu skulle ha hja¨lpt med va¨gledningen skulle
ha varit ett givet facit till uppgifterna. Jag har dock valt att inte sa¨tta med ett facit av
andra orsaker. Expertmodellerna har varit sv˚arast och jag anser att jag endast f˚att med
det med hja¨lp av modellexemplen.
Det har tidigare na¨mnts att elever med sa¨rbeg˚avning ofta finner skoltiden l˚angtr˚akig
och trist. Det a¨r da¨rfo¨r ytterst viktigt att kunna motivera eleverna fo¨r att h˚alla upp deras
intresse. Ativiteter som inte vanligtvis ho¨r till undervisningen kan bland annat fungera som
motivationsho¨jare Tapola & Veermans (2012). Men i sluta¨ndan kan s˚adana aktiviteter vara
kortavariga motivationsho¨jare och man m˚aste hitta sa¨tt att l˚angvarigt f˚a elever motiverade.
Varfo¨r borde man d˚a anva¨nda ett e-la¨romedel fo¨r att ho¨ja motivationen?
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• Man kan dra nytta av e-la¨romedlets stimulerande egenskaper
• Det kan erbjuda individuella och alternativa la¨rova¨gar
• Man kan dra nytta av a˚terkoppling under arbetet
• Det erbjuder motiverande sto¨d under hela la¨rprocessen
Fo¨rutom att skapa ett motiverande material har jag ocks˚a fo¨rso¨kt skapa ett material
som tar upp problem och situationer som a¨r vanliga i samha¨llet. Enligt Jaakkola (2012)
a¨r det viktigt fo¨r elever att inse komplexiteten av ett samha¨lleligt fenomen och fundera
kring det, ista¨llet fo¨r att lo¨sa klassiska la¨roboks problem. Detta fo¨r att elever ska f˚a en
realistisk bild av samha¨llet och hur vuxenlivet kommer att kunna se ut. Lo¨sningen till
ett problem leder ofta till ett annat problem ista¨llet fo¨r att bara ge en tillfredsta¨llande
lo¨sning (Jaakkola, 2012). Jag har fo¨rso¨kt implementera detta tankesa¨tt i mitt e-la¨romaterial
genom att fokusera p˚a de punkter som Jaakkola (2012) na¨mner ga¨llande komplexitet och
m˚angsidighet.
• Fo¨rankra problemen i verkligheten
• Sporra eleverna att ta¨nka p˚a fenomenet
• Hja¨lp eleverna att fo¨rst˚a fenomenets komplexitet
• Sammankoppla problemen med elevens erfarenhetsva¨rld
• Sto¨d fo¨rdjupad behandling av fenomenet
• Presentera fenomenten m˚angsidigt och p˚a flera niv˚aer
• Anva¨nd flera framsta¨llningssa¨tt fo¨r att belysa fenomenet
Jag anser att jag lyckats va¨ldigt bra med att fo¨rankra problemen i verkligheten, genom
att va¨lja temat kryptografi. I dagens samha¨lle a¨r kryptografi n˚agot som blir viktigare
och viktigare med tanke p˚a stora samha¨lleliga fr˚agor som till exempel dataskydd. Jag
har ocks˚a varit mycket noga med att fo¨rso¨ka sammankoppla mitt material med elevens
erfarenhetsva¨rld, genom att noggrant fundera p˚a vilken a˚rskurs materialet la¨mpar sig till,
samt se till att de har tillra¨ckligt med fo¨rkunskaper fo¨r att kunna ta till sig materialet.
Genom att skapa uppgifter da¨r eleverna sja¨lva ma˚ste so¨ka information har jag fo¨rso¨kt
sporra eleverna att s˚ava¨l ta¨nka p˚a fenomenet som helhet, som sto¨da dem att fo¨rdjupa
sig i fenomenet. Niv˚auppdelnigen av materialet kom va¨ldigt naturligt, med hja¨lpa av
kapitelindelningen. I varje kapitel f˚ar eleverna ta till sig ny information, samtidigt som de
f˚ar anva¨nda sig av tidigare kapitel fo¨r att lo¨sa problemen. Att skapa flera framsta¨llningssa¨tt
fo¨r att belysa kryptografi har dock varit sv˚art. Sto¨rsta utmaningen fo¨r mig var att skapa
ett material som hade visuellt sto¨d. De bilder jag kunnat anva¨nda mig av a¨r s˚adana som
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finns som o¨ppet delade bilder p˚a na¨tet. Detta ger en va¨ldigt mycket restriktioner kring vad
som g˚ar att anva¨nda och vilken kvaliteten av dessa bilder a¨r. Jag anser dock att bilderna
jag hittat underla¨tttat fo¨rst˚aelsen fo¨r fenomenen som de beskriver.
Sammanfattningsvist s˚a anser jag att jag tagit mycket av fo¨reslagen till ett bra e-
la¨romedel i beaktande na¨r jag skapade mitt e-la¨romaterial och lyckats fo¨rverkliga a˚tminstone
en del av dem. Sto¨rsta utmaningarna har varit mina egna kunskaper i datateknik, samt
mo¨jligheterna som ges via Google sites. Skapandet av ett ma˚ngsidigt och anva¨ndbart e-
la¨romaterial har varit betydligt sv˚arare a¨n vad jag fo¨rst fo¨resta¨llde mig, trots det skulle jag
i framtiden kunna ta¨nka mig skapa liknande hemsidor. En av de fra¨msta orsakerna till att
skapa flera e-la¨romaterial a¨r mo¨jligheterna de skapar till bland annat distansundervisning.
2.2.2 Varfo¨r anva¨nda e-la¨romedel?
Tidigare har jag na¨mnt hur resursbrister p˚averkar la¨rarnas fo¨rm˚aga att sto¨da de sa¨rbeg˚avade
eleverna. Resursbristen p˚averkar inte bara la¨rare, utan i vissa fall hela skolor. Sm˚a gymnasier
vid landsbygden kan i vissa a¨mnen redan ha sv˚art att erbjuda valbara kurser a˚t sina elever
p˚a grund av resursbrist, men i och med detta har ocks˚a distanskurser blivit vanligare.
Det visar sig ocks˚a att distanskurser kan ha en positiv inverkan p˚a elevernas skolg˚ang
(Olszewski-Kubilius & Lee, 2004). Wallace (2009) p˚ast˚ar dessutom att distansundervisning
kan fra¨mja specifikt beg˚avade elevers inla¨rning, eftersom kursen kan erbjuda sa¨kerhet och
tillga¨nglighet p˚a ett annat sa¨tt a¨n den vanliga na¨rundervisningen kan.
Eftersom mitt e-la¨romaterial a¨r en hemsida som a¨r o¨ppen p˚a internet g˚ar det att
anva¨nda det som ett distansmaterial. Det finns alltid nu som d˚a elever som av olika orsaker
inte deltar i skolg˚angen. Vid s˚adana tillfa¨llen s˚a kan ett distansmaterial vara till mycket
nytta. Problemet med just mitt eget e-la¨romaterial a¨r givetvis att det inte a¨r en del av
la¨roplanen och da¨rmed inte kan ersa¨tta vanlig matematikundervisning. Mitt e-la¨romaterial
kan ista¨llet anva¨ndas av beg˚avade elever som vill jobba p˚a distans under sin egen fritid.
Samha¨llet g˚ar hela tiden frama˚t och det g˚ar inte mera att blunda fo¨r den snabba
framfart teknologin har. Undervisningen m˚aste da¨rmed ocks˚a utvecklas. Distansundervis-
ning, e-la¨romedel och e-la¨romaterial a¨r konkreta sa¨tt som undervisningen fo¨rso¨ker ha¨nga
med i samha¨llsutvecklingen. Tidigare har till sto¨rsta del endast allma¨nheten sto¨ttat e-
undervisningen, men p˚a senare tid har a¨ven pedagogiken o¨ppnat o¨gonen fo¨r anva¨ndningen
av e-la¨rande (A´lvarez, Moreno, Orduna, Pascual & san Vicente, 2015). A¨ven eleverna h˚aller
sig positivt insta¨llda till e-la¨romedel, men m˚anga elever poa¨ngterar fortfarande behovet av
papper och penna (Galbraith & Haines, 1998). Det finns med andra ord m˚anga orsaker att
fortsa¨tta utveckla och anva¨nda sig av e-la¨romedel. Det a¨r ocks˚a n˚agot vi i Finland har
tagit till oss och fo¨rso¨ker uppmuntra bland annat i den nya la¨roplanen.
2.3 E-materialets grunder i allma¨nna la¨roplanen
A˚r 2014 togs den senaste la¨roplanen i ava¨ndning i skolorna. Den var n˚agot kontroversiell,
eftersom den fo¨respr˚akar bland annat mer elevcentrerad undervising a¨n tidigare. Dagens
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la¨roplan a¨r uppdelad i sju stycken olika kompetenser, varav digital kompetes a¨r en av
dem. Dessa sju kompetenser ska forma la¨rarnas undervisning i hopp om att eleverna ska
uppmuntras till livsl˚angt la¨rande. I tabellen 2.4 finns uppra¨knat de sju kompetenserna,
samt en kort fo¨rklaring av deras betydelse.
Kompetenser Sammanfattning
Fo¨rma˚ga att ta¨nka
och la¨ra sig (K1)
Eleverna ska bland annat uppmuntras att so¨ka information och
la¨ra sig att anva¨nda sig av tidigare kunskap fo¨r att sta¨lla sig
kritisk till den nya informationen. De ska ocks˚a f˚a testa p˚a olika
sa¨tt att la¨ra sig, fo¨r att hitta de la¨rmetoder som passar dem
ba¨st.
Kulturell och kom-
munikativ kompetens
(K2)
Eleverna ska la¨ra sig att identifiera olika kulturella fenomen och
sja¨lva hitta sin individuella kulturella identitet. De ska f˚a en
positiv insta¨llning till omva¨rlden och la¨ra sig kommunicera med
den p˚a ett respektfullt sa¨tt.
Vardagskompetens
(K3)
Eleverna ska la¨ra sig hur de ska o¨verleva i den sta¨ndigt a¨ndrande
vardagen. Hit ho¨r ma˚nga olika fa¨rdigheter, bland annat trafik,
motion, teknologi, samt ekonomi och konsumption.
Mulitilitteracitet
(K4)
Eleverna ska klara av att tolka, producera och fo¨rst˚a texter i
olika miljo¨er. Texterna kan vara framsta¨llda p˚a olika sa¨tt, bland
annat skriven, talad eller digital.
Digital kompetens
(K5)
Eleverna ska f˚a mo¨jlighet att utveckla sina digitala kunskaper
och digitala verktyg ska systematiskt vara del av deras under-
visning.
Arbetslivskompetens
och entrepeno¨rskap
(K6)
Elevernas intresse fo¨r arbete bo¨r fra¨mjas och de bo¨r f˚a erfaren-
heter kring arbete och na¨ringsliv.
Fo¨rma˚ga att delta,
p˚averka och bidra till
en h˚allbar framtid
(K7)
Eleverna ska f˚a fo¨rst˚aelse fo¨r sina demokratiska ra¨ttigheter,
friheter och skylldigheter. Skolan ska ocks˚a handleda elever att
bli medborgare som fo¨rst˚ar konsekvenserna av sina handlingar
p˚a s˚ava¨l naturen, samha¨llet och egna livet.
Tabell 2.4: La¨roplanens kompetenser med sammanfattningar
Eftersom dessa kompetenser a¨r sto¨ttestenarna fo¨r la¨roplanen fo¨rso¨kte jag i ma˚n av
mo¨jlighet implementera dem i mitt eget e-la¨romaterial. Fo¨rsta kompetensen K1, anser jag
att va¨ldigt naturligt blir en del av mitt e-la¨romaterial, eftersom tanken a¨r att eleverna
sja¨lvsta¨ndigt ska jobba med det. Jag beho¨vde allts˚a inte anpassa mitt e-la¨romaterial
p˚a n˚agot vis fo¨r att lyckas fla¨ta in K1. Det blev dock desto sv˚arare att fo¨rso¨ka f˚a med
kompetens K2 i mitt e-la¨romaterial. Jag lyckades inte uppfylla K2 p˚a n˚agot konkret vis,
men det man kan ta¨nka sig a¨r att matematik i sig a¨r kulturellt och p˚a s˚a vis uppfyller
K2. Da¨remot kan man gott och va¨l ta¨nka sig att kompetensen K3 a¨r en del av mitt
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e-la¨romaterial. E-la¨romaterialet a¨r en del av paraplybegreppet teknologi, vilket specifikt
na¨mns som ett m˚al i K3. Komptenserna K4 och K5 a¨r a˚terigen b˚ada tv˚a va¨ldigt naturliga
delar av mitt e-la¨romaterial. K4 poa¨ngterar texter i olika former, da¨ribland digitala, medan
hela K5 fo¨respr˚akar digitalt kunnande. S˚ava¨l K6, som K7, har jag tyva¨rr blivit tvungen att
la¨mna bort fr˚an mitt e-la¨romaterial, eftersom jag inte lyckade f˚a det inbakat i materialet
p˚a n˚agot vettigt sa¨tt.
Om man kollar p˚a helheten s˚a fo¨ljer mitt e-la¨romaterial m˚anga av la¨roplanens riktlinjer
fo¨r den allma¨nna undervisningen, men eftersom e-la¨romaterialet a¨r skapat fo¨r matema-
tikundervisningen vill jag ju sja¨lvfallet att den ska fo¨lja de allma¨nna riktlinjerna fo¨r det
a¨mnet ocks˚a. Enligt la¨roplanen (Utbildningsstyrelsen, 2014) har matematiken bland annat
fo¨ljande uppdrag som la¨roa¨mne:
Uppdraget i undervisningen i matematik a¨r att utveckla ett logiskt, exakt och
kreativt matematiskt ta¨nkande hos eleverna. Undervisningen ska la¨gga grund
fo¨r fo¨rst˚aelsen av matematiska begrepp och strukturer samt utveckla elevernas
fo¨rm˚aga att behandla information och lo¨sa problem. P˚a grund av matemati-
kens kumulativa natur ska undervisningen framskrida systematiskt. Konkreta
och laborativa inslag a¨r centrala i undervisningen och studierna i matematik.
La¨randet sto¨ds med hja¨lp av informations- och kommunikationsteknik.
A˚terigen uppfyller mitt e-la¨romaterial na¨stan alla kriterier. E-la¨romaterialet fo¨rso¨ker
uppmuntra elever att behandla information och lo¨sa problem, dessutom att sja¨lv so¨ka upp
informationen och st˚a sig kritisk till den. Uppbyggnanden av e-la¨romaterialet fo¨rutsa¨tter
ocks˚a ett va¨ldigt systematisk arbete, helt i enlighet med la¨roplanens uppdrag. Va¨ldigt natur-
ligt s˚a sto¨ds undervisnigen av informations- och kommunikationsteknik om e-la¨romaterialet
anva¨nds i undervisningen. Da¨rmed kan jag dra slutsatsen att e-la¨romaterialet a¨r motiverat
ur la¨roplanssynvinkel.
Sammanfattningsvist har vi sa¨rbeg˚avade elever i Finland som a¨r i behov av speciellt
sto¨d fo¨r att deras inla¨rning ska fra¨mjas. Det finns ma˚nga olika sa¨tt att uppn˚a detta,
men enligt forskning a¨r e-la¨romaterial ett mycket anva¨ndbart redskap fo¨r att uppfylla
sto¨dundervisningen. Jag valde da¨rfo¨r att skapa ett e-la¨romaterial, vars tema st˚ar utanfo¨r
la¨roplanen. Trots att temat inte na¨mns, s˚a uppfyller e-la¨romaterialet dock ma˚nga av
la¨roplanens m˚al och uppdrag och kan da¨rfo¨r motiveras att anva¨ndas i undervisningen.
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Presentation av e-la¨romaterialet
Avsikten a¨r att i detta kapitel presentera e-la¨romaterialet och fo¨rklara hur jag sja¨lv
har ta¨nkt att det ska anva¨ndas. Jag kommer att ta upp alla kapitel i e-la¨romaterialet skilt
fo¨r sig och utifr˚an det ge flera olika anva¨ndningssa¨tt fo¨r varje kapitel. Orsaken till att jag
g˚ar igenom dem kapitelvis a¨r att en del av e-la¨romaterialet a¨r va¨ldigt matematikinriktat
och en del g˚ar att anva¨ndas i a¨mneso¨verskridande undervisning. Na¨r jag presenterar
e-la¨romaterialet kommer jag ha¨nvisa till hemsidan, vilken jag satt med som bilaga la¨ngst
bak. E-materialet baserar sig som tidigare na¨mnt p˚a grunderna i kryptografi. Den finns att
beso¨ka p˚a webbadressen: https://sites.google.com/view/kryptografi/ och a¨r skapad med
hja¨lp av Google Sites.
3.1 Introduktion
Det har visat sig att sa¨rbeg˚avade elever ofta finner sin skolg˚ang som l˚angtr˚akig och inte
alltfo¨r givande. Detta eftersom de oftast inte f˚ar den sorts utmaning som kra¨vs fo¨r att
stimulera dem. Som tidigare na¨mnts beho¨ver ocks˚a sa¨rbeg˚avade elever sa¨rskilt sto¨d och
sa¨rskilt planerade uppgifter fo¨r att kunna utvecklas matematiskt. E-la¨romaterialet a¨r
skapat fo¨r att ge eleverna en utmaning i att la¨ra sig n˚agot nytt och dessutom sja¨lva vara
ansvariga fo¨r sin egen inla¨rning.
Ett av de sto¨rsta problemen med att ge de sa¨rbeg˚avade eleverna den uppma¨rksamhet
och sv˚arighetsgrad de beho¨ver a¨r tidsbrist hos la¨rarna och ekonomiska orsaker. Den
ekonomiska aspekten a¨r la¨tt att klara upp genom mitt e-la¨romaterial. Med e-la¨romaterialet
beho¨ver inte la¨rarna sja¨lva skapa n˚agot och eftersom det a¨r gjort via Google Sites a¨r det
ocks˚a gratis p˚a na¨tet. Tidsbristen hos la¨rarna a¨r dock ett sv˚arare problem. Genom att
go¨ra e-la¨romaterialet la¨tt tillga¨nligt beho¨ver la¨rarna inte sja¨lva skapa ett material, men
som med allt kra¨vs det fo¨rst˚as att la¨rarna g˚ar genom e-la¨romaterialet grundligt fo¨r att
hitta dess anva¨ndningsomr˚aden. La¨rarna skall dock inte beho¨va ha en va¨ldigt aktiv roll i
undervisningen med hja¨lp av e-la¨romaterialet, eftersom tanken a¨r att eleven p˚a egen hand
ska la¨sa materialet och go¨ra uppgifterna. Detta ger la¨rarna mo¨jligheten att fokusera p˚a de
elever som beho¨ver speciellt sto¨d.
Tanken med e-la¨romaterialet a¨r att eleverna la¨tt ska komma a˚t teorin och uppgifterna
efter att de har blivit klara med uppgifterna som blivit givna a˚t dem av la¨rarna. Detta
ha¨nder ofta med sa¨rbeg˚avade elever och a¨r som tidigare na¨mnt ocks˚a ett av karakta¨rsdragen
hos sa¨rbeg˚avade elever. De blir ofta klara snabbare a¨n de o¨vriga eleverna och f˚ar ofta
va¨nta p˚a att de andra blir klara. Om la¨raren hinner kan hen ge extra uppgifter till eleven,
men dessa uppgifter a¨r oftast liknande till s˚adana som eleven gjort, men med andra siffror.
Om eleven redan fo¨rst˚att konceptet kan det ka¨nnas l˚angtr˚akigt fo¨r hen att go¨ra samma
uppgifter igen. E-la¨romaterialet erbjuder allts˚a eleverna n˚agot helt nytt, i fo¨rhoppningen
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om att ho¨ja deras motivation att arbeta.
E-la¨romaterialet a¨r som jag tidigare na¨mnt en hemsida uppbyggd med Google sites.
Varje flik inneh˚aller material som bygger upp temahelheten kryptografi. Jag ta¨nker mig
varje flik som ett enskilt kapitel. Kapitlen inneh˚aller teori samt uppgifter fo¨r eleverna att
lo¨sa. Jag har dock valt att inte sa¨tta med ett facit till uppgifterna, eftersom tanken a¨r att
eleverna sja¨lva ska inse om svaren a¨r ra¨tt eller fel. Detta kan vara ganska sv˚art, men a¨r en
va¨ldigt bra och uppbyggande o¨vning fo¨r dem. Om man kan motivera att en uppgift a¨r klar
och ra¨tt, s˚a a¨r den troligen det. Jag har ocks˚a valt att endast ha ungefa¨r fem uppgifter per
kapitel. Detta av tv˚a orsaker. Den fo¨rsta a¨r att de under en kort del av lektionen knappast
kommer hinna go¨ra sa¨rskilt m˚anga uppgifter och d˚a a¨r det ocks˚a ono¨digt att ha massor av
dem. Den andra orsaken a¨r att jag ta¨nkte att med fa¨rre, lite mer tidskra¨vande uppgifter s˚a
skulle intresset vara sto¨rre a¨n med m˚anga korta. Fo¨rhoppningen a¨r att de inte ska hinna
sa¨tta in sig i mer a¨n en ho¨gst tv˚a uppgifter per lektion, efter att de blivit klara med arbetet
la¨raren gett dem.
Hemsidans fo¨rsta sida inneh˚aller en mycket kort fo¨rklaring o¨ver anva¨ndningen av
materialet. Bilaga 1 visar hur fo¨rsta sidan ser ut. Eleverna ska fr˚an fo¨rsta sidan enkelt
kunna fo¨rflytta sig till na¨sta kapitel, genom en av flikarna som finns p˚a hemsidan. Tanken
a¨r att eleverna ska arbeta genom varje kapitel i ordningen som ges, eftersom kapitlen
bygger p˚a varandra. Fo¨rsta kapitlet kommer att presenteras nedan.
3.2 Kryptografi
E-la¨romaterialet bo¨rjar med att likna n˚agot som eleverna kanske ta¨nker sig som icke-
matematisk. Det finns inga ra¨kneuppgifter och inte heller n˚agon teori ga¨llande den matema-
tik som tas upp. Detta a¨r ett helt medvetet val fo¨r att visa att matematik kan kopplas till
m˚anga andra a¨mnen. Kapitlet ger en introduktion till vad kryptografi egentligen handlar
om, samt dess historia och anva¨ndningen i dagens samha¨lle. Uppgifterna som ho¨r till
kapitlet ger eleverna mo¨jligheter till va¨ldigt mycket variation. Eleverna f˚ar bekanta sig
med olika kodspr˚ak och de grundla¨ggande begreppen inom kryptografi. De resterande
uppgifterna, vilka man kan se i Bilaga 2 a¨r till fo¨r att skapa ett samband mellan kryptografi
och elevernas vardag.
E-la¨romaterialet a¨r ocks˚a skapat fo¨r att kopplas till andra a¨mnen a¨n bara matematik. I
detta kapitel s˚a go¨rs de starkaste kopplingarna till modersm˚al och historia. Materialet kan
allts˚a anva¨ndas fo¨r att h˚alla en a¨mneso¨verskridande lektion med n˚agot av dessa a¨mnen
om man s˚a o¨nskar. Kodspr˚aken kan kan kopplas ihop med spr˚akuppbyggnad, vilket allts˚a
betyder modersma˚lsundervisning och Enigma-maskinen och spioneri a¨r direkt kopplade
med andra va¨rldskriget.
Na¨r jag ja¨mfo¨r detta kapitel med anvisningarna fo¨r hur ett bra e-la¨romaterial ser ut
ma¨rker jag att kapitlet uppfyller mycket av anvisningarna. Bland annat har jag fo¨rso¨kt
att fo¨rankra problemen i verkligheten och fo¨rso¨kt sporra eleverna att ta¨nka p˚a fenomenet.
Kapitlet kan ocks˚a sammankopplas med specifika kompetensma˚l i la¨roplanen. De tv˚a
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kompetenser som genomsyrar kapitel mest a¨r vardagskompetens och fo¨rma˚gan att ta¨nka
och la¨ra sig sja¨lv. Multiliteracitets kompetensen kan man ocks˚a ta¨nka sig att a¨r en del av
detta kapitel, speciellt om ta¨nker p˚a uppgift tre, vilken man kan titta p˚a i Bilaga 2.
Tanken bakom det inledande kapitlet a¨r att eleverna ska f˚a en uppfattning om vad
kryptografi handlar om och hur denna p˚averkar dem i det dagliga livet. Det fo¨rsta som
e-la¨romaterialet tar upp i sin teoridel a¨r vad kryptografi verkligen a¨r. Fo¨r att underla¨tta
begreppet fo¨r eleverna har jag tagit till s˚ava¨l konkreta exempel, som visuell hja¨lp. E-
la¨romaterialet fortsa¨tter med att ta upp en del av kryptografins historia. Ha¨r na¨mner jag
ocks˚a redan Caesarchiffret, fo¨r att va¨cka nyfikenhet i vad som komma skall. Till sist tar
e-la¨romaterialet upp kodspr˚ak och hur ett s˚adant fungerar. Eleven har da¨rmed f˚att ett
sammandrag av vad kryptografi a¨r och a¨r sedan redo att g˚a vidare till na¨sta kapitel.
3.3 Caesarchiffer
Detta kapitel fungerar som en introduktion till modulora¨kning. Det a¨r direkt kopplat till
matematik, men eleverna kan fortfarande sja¨lva ha sv˚art att go¨ra den direkta kopplingen.
Eleverna ges en kort introduktion till vad ett chiffer a¨r, fo¨r att sedan g˚a vidare till sja¨lva
teorin bakom Caesarchiffret. Fo¨r att dekryptera Caesarchiffret ges tv˚a olika alternativ.
Alternativ nummer tv˚a, vilket kan ses i Bilaga 3, a¨r egentligen en direkt anva¨ndning av
modulo. Eleverna a¨r inte medvetna om detta a¨nnu, men jag valde att ta upp Caesarchiffret
nu, fo¨r att de senare ska kunna skapa ett samband mellan Caesarchiffer och modulora¨kning,
med andra ord skapa ett samband mellan gammal och ny kunskap. Trots att jag hoppas
p˚a att eleverna anva¨nder sig av alternativ tv˚a na¨r de krypterar med Caesarchiffret, har jag
a¨nd˚a valt att ta upp tv˚a olika metoder fo¨r att kryptera och dekryptera chiffret. Detta har
jag gjort fo¨r att visa att problem inom matematiken ofta har fler lo¨sningar a¨n bara en.
A˚terigen kan man ta¨nka sig att anva¨nda detta som ett a¨mneso¨verskridande material
om man s˚a vill. Caesarchiffret kan man koppla till undervisnningen om antikens Rom,
vilket troligen kan komma upp i historieundervisningen.
Fr˚agorna a¨r denna g˚ang skapade fo¨r att p˚a olika sa¨tt underso¨ka att de la¨rt sig hur
Caesarchiffret fungerar, se Bilaga 3. Det bo¨rjar med att de fo¨rst f˚ar kryptera och dekryptera
sja¨lva. Efter det f˚ar eleverna fundera p˚a svagheterna kring chiffret. Denna fr˚aga o¨ppnar
upp mo¨jligheten fo¨r pararbete om det finns fler a¨n en elev som jobbar med detta kapitel
p˚a samma g˚ang. Hela detta kapitel g˚ar va¨ldigt bra att jobba par- eller gruppvist. Om
eleverna vill jobba utanfo¨r materialet g˚ar det va¨ldigt bra, genom att t.ex. skriva krypterade
texter och fo¨rso¨ka lo¨sa varandras krypteringar, eller genom att sja¨lva fo¨rso¨ka skapa egna
chiffer och diskutera dem sinsemellan. Detta kra¨ver dock lite mer handledning fr˚an la¨raren,
eftersom inga s˚adana instruktioner ing˚ar i e-la¨romaterialet.
Som helhet vill jag med detta kapitel presentera lite matematiskt ta¨nkande och visa
konkreta exempel p˚a hur chiffer existerat la¨nge, men med tiden evolverat till det som vi
har idag. Jag vill ge dem en mjukstart med matematiken, eftersom jag vet matematiken i
e-la¨romaterialet hela tiden blir sv˚arare och sv˚arare. Detta kapitel uppfyller igen samma
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kompetenser fr˚an la¨roplanen som det tidigare kapitlet. Om e-la¨romaterialet dessutom
anva¨nds som grund fo¨r ett par- eller grupparbete s˚a kan man ta¨nka sig att den bygger upp
den kulturella och kommunikativa kompetensen.
3.4 Primtal
Primtal borde vara bekant fo¨r alla niondeklassister sedan tidigare och jag har da¨rfo¨r fo¨rso¨kt
satsa mera p˚a s˚adant som inte behandlas i la¨robo¨ckerna a¨n enbart repetition av primtal.
Detta betyder fo¨rst˚as inte att jag helt struntar i att repetera, utan jag har i bo¨rjan en kort
teoridel som endast handlar om primtal. Jag har fo¨rso¨kt f˚a med ny teori a˚t eleverna genom
ta med en del om primtalsfaktorisering. Teorin som finns i e-la¨romaterialet g˚ar dock att
anva¨nda ista¨llet fo¨r en la¨robok na¨r man sja¨lv undervisar primtal om man s˚a vill. Om man
vill variera sin egen undervisning kan man mycket va¨l ta med primtalsfaktoriseringen i sin
vanliga undervisning, eftersom teorin bakom denna inte a¨r o¨verdrivet sv˚ar.
Primtalsfaktorisering a¨r inte n˚agot som brukar finnas i de vanliga matematikbo¨ckerna,
men a¨r egentligen bara tilla¨mpning av s˚adant som eleverna redan borde kunna. Min
fo¨rhoppning a¨r att eleverna ska f˚a mo¨jligheten att dra kopplingar mellan s˚adant de kan och
s˚adant som a¨r nytt. Jag har valt att ge tv˚a olika exempel p˚a hur man kan lo¨sa uppgifter
med primtalsfaktorisering. Sa¨tten a¨r egentligen identiska, men faktortra¨det, vilket man
kan se i Bilaga 4, a¨r mera visuellt fo¨r s˚adana elever som beho¨ver det. Websidan hade
ursprungligen inget faktortra¨d, men efter att jag la¨st materialet om hur e-la¨romaterial
borde se ut och fungera, s˚a valde jag att fo¨rso¨ka visualisera fenomenet. Detta eftersom
Utbildningsstyrelsens utgivna material starkt fo¨respr˚akade visualisering av fenomen.
Trots att primtal a¨r va¨ldigt matematiskt, s˚a kan man med lite fantasi kunna skapa
a¨mneso¨verskridande undervisning ocks˚a med detta kapitel. Det jag sja¨lv ta¨nkt skulle kunna
vara n˚agot sorts samarbete med bildkonstundervisningen. Det som jag hade i a˚tanke var
ett konstprojekt med faktortra¨det som grundide´.
Detta kapitel har jag varit extra noggrann med att anva¨nda matematiskt spr˚ak. Be-
greppen faktor, produkt och faktorisering anva¨nds ofta. Eleverna borde fr˚an tidigare veta
vad dessa ord betyder, men det a¨r n˚agot som de a¨nd˚a ofta glo¨mmer. Eleverna kommer
troligen beho¨va mera hja¨lp i att fo¨rst˚a texten, a¨n vad de vanligtvis skulle beho¨va. Igen kan
det vara bra att eleverna jobbar i grupp eller par och tillsammans funderar p˚a vad orden
betydde. Alternativt kan de ocks˚a jobba enskilt, men med att t.ex. bo¨rja med att so¨ka ra¨tt
p˚a definitoner fo¨r de ord de finner sv˚ara.
Uppgiftsantalet har jag igen fo¨rso¨kt h˚alla litet och kompakt fo¨r att ge eleverna tid att
sa¨tta sig in i dem. Eleverna kan f˚a svar till alla uppgifter, fo¨rutom uppgift tv˚a, genom att
fundera p˚a teorin i materialet. Uppgift tv˚a kra¨ver att eleverna sja¨lva so¨ker upp information
ga¨llande Eratosthenes s˚all. Det finns va¨ldigt mycket information om detta p˚a na¨tet och
teorin a¨r inte heller s˚a kra¨vande. Jag har valt att ha en sv˚arare uppgift da¨r de sja¨lva m˚aste
so¨ka information p˚a na¨tet, eftersom primtal a¨r ett sedan tidigare bekant a¨mne. Risken
finns att eleverna finner uppgifterna fo¨r la¨tta, om de inte kommer n˚agot helt nytt som de
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m˚aste sa¨tta sig in i p˚a egen hand.
Det som troligen kommer att ka¨nnas sv˚arast fo¨r eleverna a¨r att fo¨rst˚a varfo¨r man g˚ar
igenom primtal i detta skede. Detta skulle kunna vara n˚agot fo¨r mig sja¨lv att utveckla
i framtiden. Hur skulle jag kunna skapa en bra o¨verg˚ang fr˚an Caesarchiffer till primtal?
Om man direkt fr˚an Caesarchiffret skulle g˚a till modulora¨kningen s˚a skulle man se ett
va¨ldigt klart samband, men sedan skulle samma problem a¨nd˚a uppst˚a, hur kopplar jag
smidigt ihop modulo med primtal? Ba¨sta sa¨ttet fo¨r mig att kunna utveckla p˚a det ha¨r a¨r
att i framtiden anva¨nda mig av e-la¨romaterialet i min egen undervisning och se hur det
fungerar. P˚a det sa¨ttet f˚ar jag feedback fr˚an eleverna och kan senare go¨ra fo¨ra¨ndringar
som underla¨ttar fo¨rst˚aelsen fo¨r eleverna.
3.5 Kongruensra¨kning
Vi har nu a¨ntligen kommit till fo¨rsta delen av e-la¨romaterialet som behandlar n˚agot totalt
obekant fr˚an tidigare fo¨r eleverna. Kongruensra¨kning a¨r va¨ldigt va¨sentligt fo¨r kommande
kapitlet om RSA och jag har da¨rfo¨r fo¨rso¨kt fo¨rbereda eleverna s˚a mycket som mo¨jligt med
att b˚ade fo¨rklara om Caesarchiffret och med att jobba lite med primtal. Teorin a¨r uppdelad
i tv˚a huvuddelar, klockaritmetik och kongruensra¨kning. Jag funderade la¨nge p˚a att dela
upp dessa i tv˚a olika kapitel, men valde till sist att l˚ata dem st˚a tillsammans som ett enda
kapitel. Detta a¨r n˚agot som jag i framtiden eventuellt kan justera, om det visar sig att
eleverna a¨r i behov av tv˚a skilda kapitel. Hela kapitlet g˚ar att kolla p˚a i Bilaga 5.
Jag bo¨rjar med att g˚a genom hur klockaritmetik fungerar och g˚ar sedan vidare till ett
exempel. I teoridelen pratar jag om modulo 12 och 24, eftersom dessa a¨r n˚agot som de kan
koppla ihop mest till sina tidigare kunskaper. I exemplet g˚ar jag da¨remot snabbt vidare till
ett annat modulo. Jag har valt att go¨ra s˚a, eftersom eleverna troligen inte kommer ha hur
mycket tid som helst under en lektion att jobba med e-la¨romaterialet, s˚a ju mer jag f˚ar in i
ett exempel desto ba¨ttre. Det kan dock visa sig i framtiden, att det skulle kunna utvecklas
till flera exempel, till exempel om klockaritmetik blir ett eget kapitel i e-la¨romaterialet.
Jag a¨r dock va¨ldigt no¨jd med min presentation av kongruensra¨knningen. Jag bygger
min teori p˚a basen av exemplet jag hade om klockaritmetik. Detta hoppas jag ger eleverna
en mycket konkretare bild o¨ver vad kongruensra¨kning betyder. Det som jag tror kommer
var den sv˚araste delen fo¨r eleverna att fo¨rst˚a a¨r sja¨lva modellen fo¨r kongruensra¨kningen.
Boksta¨ver i matematiken kan ibland skra¨mma bort eleverna fr˚an att ens fo¨rso¨ka, trots att
det egentligen bara fo¨rklarar ett fenomen de egentligen redan fo¨rst˚ar. Ha¨r kan det vara
viktigt att la¨raren tar en lite aktivare roll som handledare fo¨r att fo¨rso¨ka uppmuntra eleverna
att kolla p˚a modellen och fo¨rso¨ka fo¨rst˚a hur den ska anva¨ndas utan att o¨verdramatisera
problemet.
Uppgifterna har jag fo¨rso¨kt h˚alla relativt enkela. Fo¨r eleverna kommer sa¨kert uppgift
tv˚a att vara den sv˚araste. Detta eftersom jag inte i min teoridel bera¨ttat med exempel hur
det fungerar att ha negativa tal som a¨r kongruenta med positiva tal i ett visst modulo.
Jag hoppas att det ha¨r problemet ska ge eleverna n˚agot av en utmaning, men att de
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a¨nd˚a s˚a kunna resonera sig fram till korrekta svar. I skapandet av uppgifterna hade jag
kompetens K1 mycket i tankarna. Jag har fo¨rso¨kt hitta ett sa¨tt fo¨r eleverna att bygga p˚a
den information de just f˚att, genom att kritiskt o¨verva¨ga sina mo¨jligheter. Huvudma˚let
med speciellt uppgift tv˚a a¨r att eleverna fo¨rso¨ker resonera sig fram till ett svar, antingen
ensam, eller med andra, snarare a¨n att de bara so¨ker efter ra¨tt sa¨tt att lo¨sa uppgiften p˚a
via till exempel Google. Efter att uppgifterna a¨r klara s˚a finns det bara ett sista kapitel
kvar, RSA-kryptering.
3.6 RSA-kryptering
Na¨r eleverna jobbat med alla de tidigare kapitlen som finns till fo¨rfogande i e-la¨romaterialet
a¨r det dags fo¨r att bo¨rja med kapitlet om RSA-kryptering. Fo¨r att kunna klara av detta
utmanande kapitel s˚a kra¨vs det att eleverna studerat de tidigare kapitlen noggrant. Kapitlet
a¨r utan tvekan det sv˚araste, men bygger som tidigare na¨mnt p˚a matematik som tagits upp
tidigare, specifikt p˚a modulora¨kning och primtal. Hela kapitlet finns att se i Bilaga 6. Fo¨r
att ge eleverna n˚agot av en mjukstart s˚a bo¨rjar kapitlet med fakta om RSA-kryptering,
snarare a¨n att g˚a direkt in p˚a teorin.
Kapitlet a¨r i grunden mycket teoretiskt och har formler som eleverna m˚aste kunna tyda.
Detta kra¨ver troligen lite mera handledning fr˚an la¨raren, a˚ter en g˚ang. Fo¨r att fo¨rso¨ka
fo¨rtydliga formlerna s˚a g˚ar jag genom ett exempel till alla formler direkt efter att jag
g˚att genom dem. Fo¨rsta delen av teorin bygger p˚a att fo¨rso¨ka go¨ra alla utra¨kningar fo¨r
nycklarna som beho¨vs fo¨r att kunna go¨ra krypteringen. Na¨r nycklarna a¨r utra¨knade g˚ar vi
vidare till sja¨lva krypteringen. I mitt e-la¨romaterial g˚ar jag inte genom varfo¨r krypteringen
fungerar, eftersom detta a¨r alltfo¨r fo¨r invecklat fo¨r ho¨gstadieelever, utan no¨jer mig med att
visa hur och att det fungerar. Na¨r krypteringen a¨r gjord, g˚ar e-la¨romaterialet a¨nnu genom
hur dekrypteringen fungerar.
Jag har fo¨rso¨kt go¨ra varierande uppgifter ga¨llande temat RSA-krytpering. Fo¨rst en
uppgift fo¨r att fo¨rso¨ka ge dem en koppling mellan temat vi g˚ar genom och deras vardag.
Denna uppgift valde jag fo¨r att fo¨rso¨ka koppla mitt e-la¨romaterial lite mera till la¨roplanen.
Hela kapitlet a¨r skapat med digital kompetens i a˚tanke, men jag ville ocks˚a f˚a med
lite annan kompetensbildning och valde da¨rfo¨r en uppgift som framha¨ver bland annat
vardagskompetens. Uppgifterna tv˚a och tre ger eleverna en chans att anva¨nda sig av
RSA-krypteringen och dekrypteringen. Sista uppgiften a¨r va¨ldigt kra¨vande p˚a tv˚a sa¨tt.
Fo¨r det fo¨rsta s˚a kan det vara utmanande fo¨r eleverna att fo¨rst˚a vad som egentligen menas
med fr˚agan och fo¨r det andra s˚a kra¨ver uppgiften att man kan en del formelbera¨kning.
Formelbera¨kningar brukar vara sv˚art fo¨r en del ho¨gstadieelver, men eftersom tanken a¨r att
det a¨r sa¨rbeg˚avade elever som ska jobba med e-la¨romaterialet tror jag a¨nd˚a att de kommer
klara av det.
Detta kapitel har en va¨ldigt tydlig koppling till datateknik och kan da¨rfo¨r enkelt anva¨n-
das i a¨mneso¨verskridande undervisningen av det a¨mnet. O¨verlag kan detta e-la¨romaterial
ocks˚a anva¨ndas vid undervisning av datateknik, om man undervisar kryptering.
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Sammanfattningsvist s˚a bygger e-la¨romaterialet upp en helhet som kan anva¨ndas under
matematiklektionerna. Fasta¨n tanken a¨r att eleverna g˚ar genom kapitlen i ordning, efter
att de blivit fa¨rdiga med sina egna uppgifter under lektionen, s˚a finns det inget som tvingar
en att anva¨nda e-la¨romaterialet s˚a. Alla la¨rare har sja¨lva mo¨jligheten att va¨lja de delar
som de vill anva¨nda sig av integrera det p˚a valfritt sa¨tt med sin egen undervisning. La¨rarna
s˚a va¨l som eleverna har mo¨jlighet att ge fo¨rba¨ttringsfo¨rslag till e-la¨romaterialet vartefter
anva¨ndning. P˚a sista fliken p˚a webbsidan finns det mo¨jlighet att skicka in feedback o¨ver
e-la¨romaterialet. P˚a detta sa¨tt kommer hemsidan att leva och utvecklas vartefter den
anva¨nds. Bilaga 7 a˚sk˚adliggo¨r sista fliken av hemsidan.
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Matematiken bakom e-materialet
I detta kapitel ta¨nker jag g˚a genom matematiken som e-la¨romaterialet bygger p˚a. Ha¨r
kommer jag ta upp begrepp som delbarhet, primtal, modulo och grunderna till RSA. Jag
kommer fo¨rklara begreppen och g˚a genom grunderna till var och en av dem. Alla begrepp
som dyker upp i e-la¨romaterialet kommer i detta kapitel att fo¨rklaras och definieras. Som
inspiration fo¨r mina bevis har jag anva¨nt mig av boken Johdatus abstraktiin algebraan
av Jokke Ha¨sa¨ och Johanna Ra¨mo¨, samt Anne-Maria Ernvall-Hyto¨nens kursmaterial
Elementa¨r talteori.
4.1 Delbarhet
Mycket av matematiken som behandlas i e-la¨romaterialet bygger p˚a delbarhet, a¨ven om
det inte a¨r ett tema i e-la¨romaterialet. Da¨rfo¨r anser jag att det a¨r ett bra sta¨lle att bo¨rja
med att definiera delbarhet.
Definition 4.1. Heltalet n a¨r delbart med heltalet m, om det existerar ett heltal a s˚a att
n = am ga¨ller. Detta betecknar vi m | n.
Om n a¨r delbart med m kallar vi m fo¨r en delare, eller divisor till n. Om n inte a¨r
delbart med m s˚a betecknar vi det m - n. T.ex. 5 | 25 eftersom 5 × 5 = 25, men 6 - 31,
eftersom det inte existerar tv˚a heltal vars produkt blir 31.
Eftersom 6 - 31 betyder det ha¨r att na¨r dessa divideras s˚a kommer vi att f˚a en entydig
rest. Resttermen brukar betecknas med r.
Sats 4.2. L˚at a och b vara heltal. Vi antar att b 6= 0. D˚a existerar det entydiga q, r ∈ Z
fo¨r vilka ga¨ller att
a = qb + r och 0 ≤ r ≤ |b|
Bevis. Vi bo¨rjar med att anta att b > 0 och fortsa¨tter genom att underso¨ka ma¨ngden
R = {a− xb | x ∈ Z}.
Denna ma¨ngd inneh˚aller alla tal som skulle kunna vara rester na¨r man dividerar a med b.
Det jag ta¨nker bevisa a¨r att den riktiga resttermen a¨r det minsta icke-negativa tal som
finns i ma¨ngden R.
Vi va¨ljer det minsta icke-negativa talet r ur ma¨ngden R. S˚adana icke-negativa tal m˚aste
existera, eftersom a− xb > 0 om x 6 a/b. Vi va¨ljer ocks˚a det heltal q, fo¨r vilket det ga¨ller
a− qb = r.
Vi go¨r nu motantagandet att r > |b| = b. Ifall motantagandet a¨r sant s˚a bo¨r det ga¨lla
att
a− (q + 1)b = a− qb− b = r − b > 0,
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vilket betyder att a− (q + 1)b a¨r mindre a¨n talet r. Detta a¨r motstridigt, eftersom vi valde
r att vara det minsta icke-negativa heltalet i ma¨ngden R. Da¨rmed vet vi att r < b och q
och r a¨r de efterso¨kta talen.
Om b < 0, ersa¨tter vi talet b i fo¨rra beviset med det positiva talet −b. D˚a f˚ar vi ista¨llet
talen q och r som uppfyller ekvationen a = q(−b) + r = (−q)b + r, da¨r r < −b = |b|.
Da¨rmed a¨r talen −q och r de tal som a¨r effterso¨kta.
Vi fortsa¨tter med att bevisa att de funna talen a¨r entydiga. L˚at oss anta att a¨ven talen
q′ och r′ uppfyller satsens krav. D˚a f˚ar vi fo¨ljande ekvation qb + r = q′b + r′. Fr˚an denna
ekvation fo¨ljer fo¨ljande.
r − r′ = (q′ − q)b.
S˚ava¨l r som r′ a¨r icke-negativa tal, som a¨r mindre a¨n |b|. Vi kan da¨rmed dra slutsatsen att
0 ≤ |q − q′||b| = |r − r′| < |b|, vilket i sin tur betyder att 0 ≤ |q − q′| < 1. Eftersom |q − q′|
a¨r ett heltal s˚a m˚aste det fo¨lja att |q − q′| = 0. Da¨rmed a¨r q = q′ och r = r′.
Resttermerna och deras anva¨ndning kommer att tas upp mera na¨r vi kommer till
modulora¨kning. Men fo¨r att underla¨tta en del bevis i framtiden, kommer jag a¨nnu att ta i
anva¨ndning Lemma 4.3, samt bevisa det.
Lemma 4.3. Talen a och b har samma rest na¨r de delas med n, om och endast om
n|(a− b).
Bevis. Vi bo¨rjar med att anta att a och b har samma rest r. Ha¨rmed a = k1n + r och
b = k2n + r fo¨r n˚agra k1, k2 ∈ Z. Nu a¨r a− b = (k1 − k2)n delbart med talet n.
Vi antar att n|(a−b), vilket betyder a−b = kn fo¨r n˚agot k ∈ Z och att sedan a = b+kn.
Vi l˚ater r vara resttermen na¨r b delas med n. Detta ger oss b = qn + r, da¨r q ∈ Z och
0 ≤ r ≤ n. Nu s˚a a¨r
a = b + kn = qn + r + kn = (q + k)n + r,
vilket ger att r ocks˚a a¨r resttermen fo¨r a.
4.1.1 Sto¨rsta gemensamma delare
Heltal kan ha flera olika delare och olika heltal kan ocks˚a ha samma delare. Talen n och m
kan ha m˚anga gemensamma delare, men vi kommer fokusera p˚a den sto¨rsta gemensamma
delaren. Sto¨rsta gemensamma delare tas inte upp i mitt e-la¨romaterial, men kommer att
beho¨vas fo¨r att fo¨rklara vissa fenomen inom modula¨r aritmetik i ett senare skede. Vi m˚aste
da¨rfo¨r definiera vad den sto¨rsta gemensamma delaren a¨r.
Definition 4.4. L˚at a och b vara positiva heltal. Den sto¨rsta gemensamma delaren (sgd)
till talen a och b a¨r det sto¨rsta positiva heltalet d ∈ Z som delar b˚ade a och b.
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4.2 Primtal och primtalsfaktorisering
Primtal a¨r ett viktigt begrepp inom den del av kryptografin som jag behandlar i mitt
e-la¨romaterial. Vi bo¨rjar med att definiera vad ett primtal a¨r.
Definition 4.5. Ett heltal p > 1 a¨r ett primtal, om det endast a¨r delbart med sig sja¨lvt
och 1.
De fo¨rsta primtalen a¨r 2, 3, 5, 7, 11 . . . Hittills har man inte hittat n˚agon algoritm som
enkelt kan finna stora primtal, men det man dock vet a¨r att det finns oa¨ndligt av dem, vilket
vi ocks˚a snart kommer att bevisa. Fo¨rutom att primtal a¨r viktiga inom RSA-kryptering
s˚a a¨r primtalen en viktigt del av alla heltals uppbyggnad. Detta eftersom alla tal kan
skrivas som en produkt av primtal. Fo¨rutom det att alla tal g˚ar att skriva som en produkt
av primtal, s˚a a¨r kombinationen av dessa tal entydiga. Detta betyder med andra ord att
primtalsfaktoriseringen a¨r entydig.
Definition 4.6. Ett tal p kallas fo¨r en primtalsfaktor till talet n om p a¨r ett primtal och
p | n.
Som exempel a¨r primtalsfaktorerna till talet 30 talen 2, 3 och 5, eftersom talet 30 a¨r
delbart med de na¨mnda talen och de alla a¨r primtal.
Sats 4.7. Alla positiva heltal kan skrivas som en produkt av primtal. Primtalsfaktorerna
fo¨r varje positivt heltal a¨r unika.
Bevis. Vi bo¨rjar med att bevisa att varje positivt heltal g˚ar att skriva som en produkt av
primtal. L˚at n > 1 vara ett heltal. Om n a¨r ett primtal s˚a a¨r vi klara, eftersom primtal
endast a¨r delbart med sig sja¨lv och talet 1. Om n inte a¨r ett primtal kan man skriva
n = n1n2, da¨r 1 < n1 < n och 1 < n2 < n. Om n1 och n2 a¨r primtal s˚a a¨r vi klara. Om s˚a
inte a¨r fallet kan ett av talen, eller b˚adadera skrivas som en produkt av tv˚a tal. Om vi
fortsa¨tter i samma mo¨nster s˚a kan n alltid skrivas som en produkt av mindre och mindre
positiva heltal. Eftersom det ha¨r inte kan fortsa¨tta fo¨r evigt kommer vi fo¨rr eller senare att
n˚a en punkt da¨r vi f˚ar primtalen p1, p2, . . . , pr fo¨r vilka ga¨ller att n = p1p2 . . . pr.
Nu na¨r vi visat att alla positiva heltal kan skrivas som en produkt av primtal, ska vi
visa att kombinationen av primtal fo¨r varje heltal a¨r entydigt. Vi antar att talet n g˚ar att
skriva som en produkt av primtal i tv˚a olika former.
n = p1p2 . . . pr och n = q1q2 . . . qs.
Eftersom p1 delar talet n s˚a delar p1 ocks˚a n˚agot av talen qi. Detta bygger p˚a det faktum
att om ett primtal delar produkten a1a2 . . . at, s˚a delar p n˚agot av talen aj . Vi antar nu
att qi = q1. Eftersom b˚ade p1 och q1 a¨r primtal a¨r enda mo¨jligheten den att p1 = q1. Detta
ger oss nu att
p2p3 . . . pr = q2q3 . . . qs.
Om vi fortsa¨tter p˚a samma sa¨tt s˚a kommer vi fram till att pi = qi fo¨r alla i och att da¨rav
fo¨ljer att r = s. Detta betyder att de b˚ada formerna av produkten a¨r samma.
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Sats 4.8. Det finns oa¨ndligt m˚anga primtal.
Bevis. Anta att satsen a¨r osann och att det bara finns ett a¨ndligt antal primtal. L˚at de
vara q1, q2, . . . , qn. Vi betraktar talet m = q1q2 . . . qn + 1. Vi vet att m > q1, q2, . . . , qn och
da¨rmed a¨r m 6= q1, q2, . . . , qn vilket betyder att m inte a¨r ett primtal.
Eftersom Sats 4.7 sa¨ger att alla tal kan skrivas som en entydig produkt av primtal
m˚aste det existera ett qk som a¨r en delare till m. D˚a ga¨ller
qk | m och qk | q1q2 . . . qn.
Enligt Lemma 4.3 har m och q1q2 . . . qn samma rest vid division med qn om och endast om
qk | (m− q1q2 . . . qn).
Eftersom m− q1q2 . . . qn = 1, betyder det att qk | 1. Detta sta¨mmer inte, vilket betyder att
det m˚aste finnas oa¨ndligt med primtal.
4.2.1 Eratosthenes s˚all
Som tidigare na¨mnt a¨r det mycket arbetsamt att hitta stora primtal, eftersom det inte
finns n˚agon enkel algoritm fo¨r det. Fo¨r att underso¨ka om ett tal n a¨r ett primtal kan man
som alternativ underso¨ka om n˚agot 1 < d <
√
n a¨r en delare till n. En annan metod som
na¨mns i e-la¨romaterialet a¨r Eratosthenes s˚all. Eftersom denna metod na¨mns specifikt har
jag ta¨nkt g˚a genom hur metoden g˚ar till.
1. Vi bo¨rjar med att skriva en tabell med alla tal {2, 3, . . . n}.
2. Vi underso¨ker nu talet 2. Eftersom 2 a¨r ett primtal f˚ar den st˚a kvar i v˚ar tabell. Alla
tal delbara med 2 stryks dock o¨ver, eftersom de inte a¨r primtal.
3. Na¨sta tal i tabellen a¨r 3. Detta tal a¨r igen ett primtal och f˚ar st˚a kvar i tabellen.
Igen s˚a stryks alla tal som a¨r delbara med 3 bort fr˚an tabellen.
4. 5 kommer att vara na¨sta tal i tabellen som inte a¨r o¨verstrykt. 5 a¨r da¨rmed ett primtal
och f˚ar st˚a kvar, medan alla tal delbara med 5 stryks bort.
5. Vi forsa¨tter p˚a fo¨ljande vis till vi n˚att talet
√
n. Detta eftersom varje tal mindre a¨n
n som inte a¨r ett primtal ma˚ste vara delbart med k ≤ √n, da¨r k ∈ N. Orsaken till
detta a¨r att om endast k >
√
n och l >
√
n delar n, s˚a kl > (
√
n)2 = n. Da¨remed
inneh˚aller tabellen endast primtal na¨r vi n˚att
√
n.
4.3 Kongruensaritmetik
Kongruensaritmetik, eller modula¨r aritemtik som man ocks˚a kan kalla det, a¨r en av
sto¨ttestenarna fo¨r RSA-kryptering. Det var allts˚a va¨sentligt fo¨r mitt e-la¨romaterial att ta
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med ett kapitel om det. Anva¨ndningen av kongruensra¨kning a¨r mycket enkel och kan da¨rfo¨r
anpassas till ho¨gstadieundervisning, men fo¨r att verkligen fo¨rst˚a vad utra¨knignarna inneba¨r
kra¨vs mer a¨n vad e-la¨rmaterialet erbjuder. Fo¨r att bo¨rja nysta upp kongruensaritmetik
som koncept, bo¨rjar vi med att definiera vad kongruens mellan tal betyder.
Definition 4.9. L˚at talen a, b ∈ Z och n ∈ N givet. Talen a och b a¨r kongruenta modulo
n om n | (a− b). Detta betecknar vi a ≡ b(mod n).
Det ha¨r betyder att a− b = kn fo¨r n˚agot k ∈ Z. Tanken a¨r allts˚a att alla de tal vilka
f˚ar samma rest r na¨r de divideras med m a¨r kongruenta med varandra. Om n - (a − b)
skriver vi ista¨llet a 6≡ b(mod n). Till exempel s˚a 5 ≡ 15(mod 10), men 12 6≡ 13( mod 27).
Sats 4.10. L˚at a, b, c, d ∈ Z och l˚at ocks˚a n vara ett positivt heltal. D˚a ga¨ller fo¨ljande
p˚ast˚aenden. Om
a ≡ b(mod n) och c ≡ d(mod n)
s˚a
a + c ≡ b + d(mod n) och ac ≡ bd(mod n)
Bevis. Vi bo¨rjar med att anta att a ≡ b(mod n) och c ≡ d(mod n). Det ha¨r betyder att
det existerar s˚adana k, l ∈ Z s˚a att fo¨ljande ekvationer ga¨ller: a = b+ kn och c = d+ ln.
Det vi d˚a ma¨rker a¨r:
a + c = b + kn + d + ln = (b + d) + (k + l)n,
vilket i sin tur betyder att a+c ≡ b+d(mod n). Vi fortsa¨tter med att underso¨ka p˚ast˚aendet
ac ≡ bd(mod n). Vi har samma antaganden som i ovanst˚aende bevis, fr˚an vilka vi kan go¨ra
samma slutsatser ga¨llande a = b + kn och c = d + ln. Den ha¨r g˚angen ma¨rker vi att:
ac = (b + kn)(d + ln) = bd + bln + knd + knln
= bd + (bl + kd + kl)n,
vilket i sin tur bevisar att a + c ≡ b + d(mod n).
Utifr˚an den ovanst˚aende satsen kan vi ocks˚a enkelt bevisa fo¨ljande sats.
Sats 4.11. L˚at a, b ∈ Z. Om a ≡ b(mod n), s˚a ga¨ller ocks˚a am ≡ bm(mod n) fo¨r alla
icke-negativa heltal m.
Bevis. L˚at a, b ∈ Z och anta att a ≡ b (mod n) ga¨ller. Vi anva¨nder induktion fo¨r att visa
att am ≡ bm (mod n) fo¨r alla m ∈ N.
1. Vi visar att p˚ast˚aendet ga¨ller fo¨r m = 2. Eftersom a ≡ b (mod n) s˚a sa¨ger sats 4.10
att aa ≡ bb (mod n). Da¨rmed ga¨ller a¨ven a2 ≡ b2 (mod n).
2. Vi antar att p˚ast˚aendet ga¨ller fo¨r m = k, allts˚a att ak ≡ bk (mod n) fo¨r k ∈ N.
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3. Vi visar att p˚ast˚aendet ga¨ller fo¨r m = k + 1. Eftersom a ≡ b (mod n) och ak ≡ bk
(mod n) s˚a sa¨ger sats 4.10 att
aak ≡ bbk (mod n),
allts˚a ga¨ller
ak+1 ≡ bk+1 (mod n).
Induktion p˚a k ger am ≡ bm (mod n) fo¨r alla m ∈ N
Fermats lilla sats och Eulers ϕ-sats
Bera¨kningar av kongruenser a¨r n˚agot invecklat, men de blir betydligt la¨ttare med hja¨lp av
Fermats lilla sats och Eulers ϕ-sats. Eulers ϕ-sats fungerar mest som en generalisering av
Fermats lilla sats och b˚adadera bevisas p˚a samma sa¨tt.
Sats 4.12. L˚at p vara ett primtal och a vara ett heltal. L˚at ocks˚a sgd(a, p) = 1. D˚a ga¨ller
att
ap−1 ≡ 1(mod p).
Bevis. L˚at S = {1, 2, 3, . . . , p−1}. Vi p˚ast˚ar nu att ma¨ngden a ·S(mod p), vilken inneh˚aller
produkten av elementen ur S med a bera¨knade fr˚an modulo p endast a¨r en permutation
av S. Med andra ord
S = {1a, 2a, . . . , (p− 1)a} (mod p).
Ha¨rmed a¨r inga ia fo¨r n˚agot 1 ≤ i ≤ (p− 1) delbara med p, eftersom om p | ja s˚a p | j eller
p | a, vilket inte a¨r mo¨jligt. Da¨rmed ra¨cker det att bevisa att alla element i a · S (mod p)
a¨r distinkta. Vi antar att ai ≡ aj (mod p). Eftersom sgd(a, p) = 1 s˚a betyder det att i ≡ j
(mod p), vilket betyder att i = j d˚a 1 ≤ i, j ≤ (p− 1).
Detta ger oss allts˚a att produkten av elementen i S a¨r
2 · 3 · . . . · (p− 1)ap−1 ≡ 2 · 3 · . . . · (p− 1) (mod p).
Vi kan utesluta faktorerna 1, 2, . . . , p − 1 fr˚an b˚ada sidorna, eftersom p - j d˚a j =
2, 3, . . . , (p− 1). D˚a vi go¨r det s˚a blir endast fo¨ljande uttryck kvar ap−1 ≡ 1(mod p).
Definition 4.13. Tv˚a tal m, och n a¨r relativt prima om sgd(m,n) = 1.
Fo¨r att kunna fo¨rst˚a Eulers sats ma˚ste vi bo¨rja med att definiera Eulers ϕ-funktion.
Om funktionen appliceras p˚a ett positivt heltal n s˚a ger den oss antalet positiva heltal
mindre a¨n eller lika med n som a¨r relativt prima med n:
ϕ(n) = |{1 ≤ m ≤ n : sgd(n,m) = 1}|.
Till exempel a¨r ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4 o.s.v. Som specialfall kan vi
notera att ϕ(p) = p− 1 d˚a p a¨r ett primtal.
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Fo¨r att ha¨rleda formeln bo¨rjar vi med att definiera primtalsfaktoriseringen av n som
fo¨ljande: n =
m∏
i=1
peii = p
e1
1 p
e2
2 . . . p
em
m da¨r pi a¨r distinkta primtal. Vi kan nu anva¨nda oss
av principen om inklusion/exklusion som argument fo¨r att bera¨kna antalet siffror som a¨r
mindre a¨n eller lika med och relativt prima till n. Tv˚a heltal a¨r relativt prima om och endast
om deras sto¨rsta gemensamma na¨mnare a¨r 1. Vi bo¨rjar med att bera¨kna komplementet till
det vi vill ha. Det finns np1 positiva heltal som a¨r mindre a¨n, eller lika med n och vilka a¨r
delbara med p1. Om vi go¨r samma sak fo¨r alla pi och adderar dessa, f˚ar vi fo¨ljande summa:
n
p1
+
n
p2
+ . . . +
n
pm
=
m∑
i=1
n
pi
.
Eftersom vi fo¨r tillfa¨llet har fo¨r stort antal siffror fortsa¨tter vi med att reducera antalet
genom att subtrahera bort de tal som a¨r delbara med tv˚a olika pi. Antalet s˚adana siffror
a¨r: ∑
1≤i1<i2≤m
n
pi1pi2
.
Vi anva¨nder oss av principen om inklusion/exklusion fo¨r att motivera att siffrorna i
komplementet till vad vi vill ha a¨r∑
1≤i1≤m
n
pi
−
∑
1≤i1<i2≤m
n
pi1pi2
+ . . . + (−1)m−1 n
pi1pi2 . . . pm
.
Summan representerar antalet siffror mindre a¨n n som delar en gemensam faktor med n, s˚a
ϕ(n) = n−
 ∑
1≤i1≤m
n
pi
−
∑
1≤i1<i2≤m
n
pi1pi2
+ . . . + (−1)m−1 n
pi1pi2 . . . pm

= n
1− ∑
1≤i1≤m
1
pi
+
∑
1≤i1<i2≤m
1
pi1pi2
− . . . + (−1)m 1
pi1pi2 . . . pm

= n
(
1− 1
p1
)(
1− 1
p2
)
. . .
(
1− 1
pm
)
.
Givet primtalsfaktoriseringen n = pe11 p
e2
2 . . . p
em
m kan vi nu allts˚a bera¨kna ϕ(n) genom
att anva¨nda fo¨ljande formel:
ϕ(n) = n
(
1− 1
p1
)(
1− 1
p2
)
. . .
(
1− 1
pm
)
.
Nu na¨r vi ha¨rlett Eulers ϕ-funktion kan vi g˚a vidare till Eulers ϕ-sats.
29
Sats 4.14. L˚at a och n vara positiva heltal. L˚at ocks˚a sgd(a, n) = 1. D˚a ga¨ller att
aϕ(n) ≡ 1(mod n).
Bevis. Satsen bevisas p˚a samma sa¨tt som sats 4.12, da¨r vi i detta fall l˚ater
S = {1 ≤ m ≤ n : sgd(n,m) = 1} .
4.4 RSA-kryptering
RSA-systemet a¨r en krypteringsmetod som skapades 1977 av Ron Rivest, Adi Shamir, and
Leonard Adleman, vilkas initialer fick ge namnet till krypteringsmetoden. I dagens la¨ge a¨r
RSA-krypteringen en mycket vanlig krypteringsmetod, eftersom den anses vara va¨ldigt
sa¨ker. RSA-kryptering a¨r dock en ganska l˚angsam krypteringsmetod och den anva¨nds da¨rfo¨r
sa¨llan fo¨r att kryptera anva¨ndardata, utan anva¨nds mest fo¨r att sa¨kert skicka krypterade
nycklar. RSA-kryptering har sin grund i elementa¨r modula¨r aritmetik och bygger p˚a det
faktum att det a¨r sv˚art och l˚angsamt att hitta faktorer till mycket stora tal.
Varje anva¨ndare A i systemet va¨ljer tv˚a stycken primtal p och q, da¨r p 6= q. Ju sto¨rre
primtal desto sa¨krare blir krypteringen. I vanliga fall anva¨nds cirka 100-siffriga primtal,
eftersom de anses vara tillra¨ckligt sa¨kra. Med dessa primtal go¨r man tv˚a olika bera¨kningar.
Fo¨rst bera¨knar man den offentliga nyckeln n, vilken allts˚a a¨r offentlig fo¨r allma¨nheten.
Sedan bera¨knar man ϕ(n) (Eulers funktion), vilken kommer hja¨lpa oss att va¨lja tal i ett
senare skede.
n = pq och ϕ(n) = ϕ(pq) = ϕ(p)ϕ(q) = (p− 1)(q − 1).
Anva¨ndare A va¨ljer ocks˚a tv˚a tal till, e och d. Fo¨r dessa tal bo¨r det ga¨lla att 1 <
e, d < ϕ(n) och ed ≡ 1(mod ϕ(n)). Na¨r man va¨ljer ett e s˚a bo¨r man va¨lja ett s˚adant e
som a¨r relativt primt till ϕ(n) och da¨refter bera¨kna dess modula¨ra multiplikativa invers
e−1 ≡ d(mod ϕ(n)). Da¨refter a¨r det enkelt att bera¨kna d genom att lo¨sa diofantiska
ekvationen ed− xϕ(n) = 1 (x och d oka¨nda), eftersom man d˚a vet s˚ava¨l e som ϕ(n). Talet
e kommer vara en del av den offentliga nyckeln till allma¨nheten, medan d kommer vara en
del av den hemliga nyckeln, som endast delas med de som ska dekryptera meddelandet.
Den offentliga nyckeln best˚ar nu av (n, e) och d a¨r den hemliga nyckeln. Fo¨r att man
forsa¨ttningsvist ska kunna h˚alla d hemligt bo¨r ocks˚a p, q och ϕ(n) h˚allas hemliga, eftersom
man med dessa enkelt bea¨knar d d˚a man vet den offentliga nyckeln. Den hemliga nyckeln
best˚ar allts˚a av (p, q, d, ϕ(n).
Krypterings- och dekrypteringsfunktionerna fo¨r anva¨ndare A ser ut enligt fo¨ljande. Fo¨r
att kryptera talet 1 ≤ ω ≤ n anva¨nds fo¨ljande formel:
ω′ ≡ ωe(mod n).
Fo¨r att i sin tur dekryptera talet ω anva¨nds fo¨ljande formel:
ω′′ ≡ ω′d(mod n).
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Nedan visar vi att funktionerna a¨r inversa permutationer av varandra, med andra ord
att det krypterade meddelandet verkligen kan dekrypteras med den givna funktionen.
Sats 4.15. Givet att ω′ ≡ ωe(mod n) och ω′′ ≡ ω′d(mod n), s˚a ω ≡ ω′′(mod n) fo¨r alla
ω ∈ N.
Bevis. Fr˚an de tv˚a funktionerna kan vi enkelt ha¨rleda fo¨ljande.
ω′′ ≡ ω′d ≡ ωed(mod n).
Enligt Eulers sats s˚a vet vi fo¨ljande
ωϕ(n) ≡ 1(mod n).
Eftersom ed = 1 + k(p− 1)(q − 1) fo¨r n˚agot heltal k, s˚a f˚ar vi fo¨ljande p˚ast˚aende
ωed = ω1+kϕ(n)(mod n),
om sgd(ω, n) = 1
RSA-kryptering har dock en viss svaghet. Denna svaghet ligger i att p− q inte f˚ar vara
fo¨r litet. Om p − q a¨r fo¨r litet g˚ar det la¨tt att hitta faktorerna p och q till n = pq och
RSA-krypteringen g˚ar att lo¨sa.
Sats 4.16. Om | p−q2 |2< 2
√
n + 1 s˚a a¨r det la¨tt att hitta faktorer till talet n = pq.
Bevis. Vi bo¨rjar med att anta att p = q. Om detta a¨r fallet g˚ar det la¨tt att hitta faktorer
eftersom p =
√
n. Om vi ista¨llet antar att p > q och betecknar p = t+ r och q = t− r, da¨r
t och r a¨r positiva heltal. Det betyder att p− q = t+ r− t+ r = 2r. Det ha¨r betyder allts˚a,
| p− q
2
|2=| 2r
2
|2= r2.
Vilket i sin tur betyder att r2 < 2
√
n + 1. Vi vet ocks˚a fo¨ljande,
n = pq = (t + r)(t− r) = t2 − r2.
Vi fortsa¨tter med att underso¨ka (d√ne+ 1)2.(d√ne+ 1)2 = d√ne2 + 2d√ne+ 1 > n + 2√n > n + r2
Vi kan fr˚an tidigare kunskap ha¨rleda att t2 = n+ r2. Detta betyder i sin tur att t2 > n,
men t2 < (d√ne+ 1)2 enligt det vi just visat. Detta betyder allts˚a att t = d√ne. Ha¨rmed
kan vi anva¨nda t fo¨r att lo¨sa ut r.
r2 = d√ne2 − n
31
Eftersom vi nu vet b˚ade r och t kan vi lo¨sa ut p och q och da¨rmed bryta RSA.
p = d√ne+ r
q = d√ne − r.
RSA-kryptering a¨r allts˚a va¨ldigt sa¨kert s˚a la¨nge vi va¨ljer ra¨tt sorts p och q. Med
detta bevis s˚a kommer jag att avsluta delen om RS-krypteringA och a¨ven min pro gradu
avhandling.
Ma˚let med min pro gradu avhandling ha varit att skapa ett temabaserat e-la¨romaterial
fo¨r niondeklassister. Detta har jag lyckats med, men trots detta finns det alltid mo¨jlighet
att i framtiden utveckla e-la¨romaterialet varefter anva¨ndningen av det visar p˚a brister eller
andra utvecklingsmo¨jligheter. Precis som skolva¨rlden a¨r i sta¨ndig fo¨ra¨ndring, stra¨var jag
att a¨ven e-la¨romaterialet kommer att f˚a utvecklas med tiden.
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